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Pada bab ini dibahas sifat-sifat penting dari sistem bilangan real B seperti sifat-sifat
aljabar, urutan, dan ketaksamaan. Selanjutnya, akan dibenkan beberapa pengertian
seperti bilangan rasional, harga mutlak, impunan terbuka, dan pengertian lainnya vang

berkaitan dengan bilangan real.

L.1. Sifat-sifat Aljabar dan Urutan dalam £

Sebelum menjelaskan tentang sifat-sifat [ | diberikan terlebih dahulu tentang struktur
aljabar dan sistem bilangan real. Akan diberikan penjelasan singkat mengenai sifat-sifat
dasar dari penjumlahan dan perkalian, sifat-sifat aljabar lain yang dapat diturunkan
dalam beberapa aksioma dan teorema. Dalam termunolog aljabar abstrak, sistem
bilangan real membentuk lapangan (field) terhadap operasi biner penjumlahan dan

perkalian biasa.

Sifat-sifat Aljabar %
Pada himpunan semua bilangan real & terdapat dua operasi biner, dinotasikan dengan
*+7 dan * wyang disebut dengan penjumlahan (addition) dan perkalian

(multiplicarion). Operasi biner tersebut memenuhi sifat-sifat berikut:

(Al) a+b=b+a untuk semuaa,be B (sifat komutaif penjumlahan)
(A2) (@+b)+c=a+(b+c) untuk semua a,b,.ce R (sifat assosianf penjumlahan)
(AJ) terdapat e K sedermbian hingga 0+a=a dan a+0=a untuk semua ae K

{eksisiensi elemen nol)

(A4) untk setap ae K terdapat —ae B sedemukian hingga a+(-a)=0 dan
(=a)+a =0 (eksistensi elemen negatif atan invers penjumlahan)
(Ml1) a-b=b-a untuk semuaa,be B (sifat komutatif perkahan)

(M2) (a-B)c=a-(b-c) untuk semua a, b.ce B (sifat assosiatf perkalian)




(M3)

(M4)

(D)

terdapat le R sedemukian hingga 1-a=a dan a-l1=a uniuk semua ae B
(eksistens: elemen umt 1)
i I kY

—|=1 dan
W

-

1
untuk setap ae K, a=+0 terdapat —e K sedemukian hingga a-
i

|' —] .a=1 (eksistensi invers perkalian)
Ll
a-(b+c)=(a-by+(a-c) dan (b+c)-a=(b-a)+(c-a) untuk semua a b,ce K

(sifat distributif perkalian atas penjumlahan)

Sifat-sifat di atas telah umum diketahui. Sifat (Al)}-(A4) menjelaskan sifat

penjumlahan, sifat (M1)4{M4) menjelaskan sifat perkalian, dan sifat terakhir

mengeabungkan kedua operasi.

Selanjutnya, dibenkan beberapa teorema tentang elemen 0 dan 1 yang telah

diberikan pada sifat (A3) dan (M3) di atas. Juga akan ditunjukkan bahwa perkalian

dengan 0 akan selalu menghasilkan 0.

Teorema 1.1.1.

Bukri.

(a) Jika z,ae & dengan z+a=a, maka z=10.

(b) Jika udan b0 elemen K dengan w-b=b, maka u=1.
(c) Jika ac &, maka a-0=10.

(a) Menggunakan aksioma (A3), (Ad), (A), asumsi =+a=a, dan (A4), diperoleh

z=z+0
=z+(a+(-a))
=(z+a)+(-a)
=a+(—-a)

=1

(b) Menggunakan aksioma (M3), (M4), (M2), asums1 u-b= b, dan (M4), diperoleh




w=u-l

r'I'.'l

{c) Karena a+a-O0=a-1+a-0=a(l+0)=a-1=a, maka a-0=0.

Dengan dermikian, maka teorema terbukt.

Teorema 1.1.2. Jika ae B | maka
(a) (-l).a=-a.
() —[—.:e] =d.

© (-1)(=1)=1

Selanjuinya, dibenkan dua sifat penting dan operasi perkahan, yatu sifat
ketunggalan elemen mversnya dan bahwa perkahan dua langan 1tu hasilnva nol

apabila salah satu faktornya adalah nol.

Teorema 1.1.3.

{a) Jikg a+b=0, maka b=-a.

(b) Jika a#0 dan be & sedemikian hingga a-b=1, maka b= l
a

(€) Jika a-b=0, maka a=0 ataw b=10.

Bukii.
{a) Karena a+6 =10, maka

a+b=0 < (-a)+(a+b)=(-a)+0




& ([(-a)+a)+b=-a (A2 dan A3)
= 0+bh=—a (Ad)
e b=-a. (A3)

(b) Karena a -b =1, maka

(1) l
ab=1 < —|[£.r-|'?]——-l
\ a
(1 l
-::.'~|—-u][|';-]——
L J il
1
e 1 b=—
i
l
e b=—.
i
(¢) Diketahm a- b =0, maka
r]'“| r]'“|
a-b=0 = |=|(a-b)=|=]0
Ly Ly
(1
= —-u][b]-#]
L
(1
= —-u][b]-ﬂ]
L
= 1:b=0
= b=0.

_—_ ! .
Dengan cara yang sama, kedua ruas dikahkan dengan B maka diperoleh a=0.
Dengan demikian teorema terbukt.
Teorema tersebut di atas menjelaskan beberapa sifat aljabar sederhana dan

sistem bilangan real. Beberapa akibat dan teorema tersebut diberikan sebagan bahan

latthan soal di bagian akhir subbab 1m.




Operasi pengurangan (substraction) didefinisikan dengan a-b=a+(-b)

untuk a.be K. Sama halnya dengan operasi pembagian (division), untuk a.be K

dengan b= 0 didefinisikan %FE-[%].

Untuk selanjutnya, a-b cukup dituliskan dengan ab, dan penulisan a® untuk
aa, ' untuk (a’ )a, dan secara umum didefinisikan @™ =(a" Ja untuk ne M. Lebih

1
lanjut, @' =, dan jika @+ 0, maka dapat ditulis a" =1 dan a”' untuk —, dan jika
L

I.-' ] n
ne M, dapat ditulis & untuk | —] :
LN kol

Bilangan Rasional dan Irrasional

Telah diketahui bahwa himpunan % dan & adalah subset darn K. Elemen R yang

dapat dituliskan dalam bentuk il di mana a.be £ dan a#( disebut dengan bilangan
il

rasional {(rational numbers). Himpunan semua bilangan rasional di K dinotasikan

dengan (. Dapat ditumjukkan bahwa penjumlahan dan perkahan dua lilangan rasional

adalah bilangan rasional. Lebih lanjut, sifai-sifat lapangan juga berlaku untuk {}.

Akan tetapn, dak semua elemen K merupakan elemen (). sepert J2 yang

b
tidak dapat dinyatakan ke dalam bentuk —. Elemen K yang bukan elemen (} disebut
a

bilangan irrasional ({rraffonal numbers).

Akan diunjukkan bahwa tdak terdapat bilangan rasional yang kuadratnya
adalah 2. Untuk membuktikannya digunakan istilah genap dan ganpl. Suatu bilangan
ash disebut genap apabila bilangan 1t mempunym bentuk 2n unmuk svatu ne M, dan

disebut gamjil apabila bilangan 1tu mempunya bentuk 2n -1 untuk suatu ne M.

Teorema 1.1.4. Tidak ada elemen re [ sedemikian hingga r=2,




Buksi. Andakan ada re il sedemikian hingea =7 Karena re (D, maka » dlapat

diuliskan sebagm £ dengan p dan g tidak mempunyai faktor berserikat selain 1,
q

sehingga diperoleh |£] =2 atau p° =2g¢°. Karena 2g° penap, maka p° genap.
)

Akibatnya p juga genap, sebab pka ganpl, maka p=2m-1 untuk suatm me I4, atan
p'=(2m- l}l: =4m" —4m+1=2(2m" = 2m)+1 yang berarti bahwa p° ganijil. Jadi, p
haruslah genap. Karema p genap, maka p=2& untuk suatu ke[, sehingga
p' =(2k)" =4k7. Di lain pihak diketahui p* =2g° dan p genap, akibataya g ganjil,
sehab jika g genap, maka faktor berserikat p dan g bukan 1. Jadi, ¢ haruslah ganjil.
Sehingga diperoleh p’ =2¢° o 44" =2¢" & 2k" =¢° vang berarti g genap. Timbul
kontradiks: bahwa g ganpl. Jadi, pengandman salah, vang benar adalah ndak ada re ()

sedemikian hingga =2,

Sifat-sifat Urutan pada =
Sifat urutan menjelaskan tentang kepositifan (positiviny) dan ketaksamaan (inegqualities)
dh antara bilangan-langan real.

Ada subset tak kosong Poc B, yvang disebut dengan himpunan bilangan-
bilangan real positifl tegas, vang memenubhi sifat-sifat berikut:

(i) Jika g.be P, maka a+be [F.

(ii) Jika a.be [P, maka abe [P,

(iii) Jika ge P, maka memenuhi tepat satu kondisi benkut:

age P, a=10, —-ae [P

Sifat pertama dan kedua pada teorema di atas menjelaskan tentang sifat tertutup
F terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Sifat yang ketiga (iii) sering disebut
Sifat Trikotomi (Trichoromy Property), sebab akan membam K ke dalam tiga jems

elemen yang berbeda. Hal 1m1 menjelaskan bahwa lhimpunan {—u L= L“} dan hlangan




real negatil ndak mempunyai elemen yang sama dengan himpunan bilangan real posiiil.
Lebih lanjut, ® merupakan gabungan tiga himpunan saling asing tersebut, yaitu

R=Pu{-a:aeP}u{0}.

Definisi 1.1.5.
(i) Jika ae P, ditulis @ >0, artinya a adalah bilangan real positif.
(ii) Jika ae Q:‘u{()} , ditulis @ 20, artinya & adalah bilangan real nonnegatif.
(iii) Jika —a€ P, ditulis @ <0, artinya ¢ adalah bilangan real negatif.

(iv) Jika —ae PU{0}, ditulis @ <0, artinya a adalah bilangan real nonpesitif.

Definisi 1.1.6. Diberikan a.be K.
(a) Jika a~-be P, makaditulis a > b atau b<a.

(b) Jika a-be I’U{O}. maka ditulis a25b atau b<a.

Sifat Trikotomi di atas berakibat bahwa untuk a.be & memenuhi tepat satu
kondisi berikut:
a>bh, a=b, a<h.
Selanjutnya, jika a<h dan b<a, maka a=b. Jika a<b<c, maka artinya

bahwa a<b dan b<ec.

Teorema 1.1.7. Diberikan sebarang a,b.c€ R.
() Jika a>b dan b>c¢, maka a>c.
(b) Jika a>»b, maka a+c>b+c.
(¢) Jika a>b dan ¢>0, maka ca >ch.

Jika a>b dan ¢ <0, maka ca <ch.

1
(d) Jika a>0, maka —>0.
a

]
Jika a<0, maka —< ().
a




Buke

{a) Diketahm a>h dan b>c, a.b,ce B. Karena a>b, maka a—be P, Karena
b>c, maka b-celF. Menurut sifat uwrutan, maka a+belP, sehingga
diperoleh

(a=b)+[b-c)e P a-b+tb-celF
& (a=-c)+(-b+b)c P
= (a-c)+le P
s a-celP
== i

(b) Jika a-beF, maka (a+c)-(b-c]=a-beF. Sehingga diperoleh bahwa
atexb+c.

(c) Jika a—be P dan ce P, maka ca-ch=c¢(a-b)e P. Akibatnya cu > ch untuk
¢ = (). Gunakan langkah yang sama untuk ¢ <0

(d) Cobalah Anda bukiikan sendin.

Oleh karena itu, dapat dilihat bahwa bilangan ash juga merupakan bilangan real

positif. Sifat im diperoleh dan sitat dasar urutan, berikut im diberikan teoremanya.

Teorema 118,
{a) Jika ac B dan a#0, maka a” >0,
by 1=0.

(¢) Jika nels, maka n>0.

+b
Teorema 1.1.9. Jika a.be & dan a<b, maka a -:.'UT-:.“J.




a+b
Bukn, Karena a<b, maka a+a<a+b o 2a<a+b, diperoleh c.r{[ } Karena

a+b)
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a<b, maka a+b<b+b o a+b<2b, diperoleh < b. Akibatnya, dan kedua

. . a+h
pernyataan di atas diperoleh bahwa a < —— =< b

Dapat ditunjukkan bahwa tidak ada bilangan real posinf yvang terkecil, sebab pka
diberikan @ >0, dan karena % = (), maka diperoleh

1
- -
-

Selanjutnya, untuk membukukan bahwa suatu himpunan a =0 adalah sama
dengan nol, maka harus ditunjukkan bahwa a selalu lebih kecil dan sebarang bilangan

positif vang diberikan.

Teorema L.1.10. .Jika ace B sedemikian hingga 0= a <& untuk setiap £ >0, maka

a=i.

Bukti. Andaikan a >0, maka u};}[l. Dhambl £, =

(£, bilangan real posiuf

(RN =

tegas), maka a > &, >0. Kontradiksi dengan pernyvataan 0= a <& untuk setiap £>0.

Jadi, pengandman salah, vang benar adalah a=10.

Perkalan antara dua bilangan positif hasilnya adalah posinf. Akan tetaps, hasil

perkalian yang positif belum tentu setiap faktornya positif.

Teorema 1111, Jika ab >0, maka berlaku
(i) a=0dan b=0, arau

(i) a<0 dan b<0.




(a+b)

Bukti, Karena a<b, maka a+a<a+b o 2a<a+b, diperoleh a< . Karena

Lr--b]

4

a<b, maka a+b<b+boa+b<b, diperoleh < b. Akibatnya, dann kedua

+b
pernyataan di atas diperoleh bahwa a < UT <h.

Dapat ditunjukkan bahwa tidak ada bilangan real posinf yang terkecil, sebab jika
diberikan a >0, dan karena % = (), maka diperoleh

1
O =p<a,
-

Selanjuinya, untuk membukukan bahwa suatu himpunan @ =0 adalah sama
dengan nol, maka harus ditunjukkan bahwa a selalu lebih kecil dan sebarang bilangan

positif vang diberikan.

Teorema 1110, Jika ac B sedemikian hingga 0= a <& umiuk setap £>0, maka

a=10.

Bukti. Andakan a >0, maka u.‘:-; =0. Damml £, =

(£, hlangan real posinf

[ [

tegas), maka a > £, >0. Kontradiksi dengan pernyataan (0= a < £ untuk setiap £ = 0.

Jadi, pengandaan salah, yvang benar adalah a=0.

Perkalan antara dua bilangan positif hasilnya adalah posmif. Akan tetaps, hasil

perkalian yang positif belum teniu setiap faktornya positif.
Teorema 1111, Jika ab >0, maka berlaku

(i) a=>0 dan b>0, arau

(i) a<0 dan b=<0.

10




AKibar 1.1.12. Jika ab <0, maka berlaku
(i) a<0 dan b>0, atau

(ii) a=>0dan b<0.

Ketaksamaan (Inequalities)
Selanjutnya, akan ditunjukkan bagaimana sifat urutan dapat digunakan untuk

menyelesaikan suatu ketaksamaan. Perhatikan contoh di bawah ini.

Contoh 1.1.13.
(a) Tentukan himpunan 4 dan bilangan real x sedemikian hingga 2x+3<6.
Jawab. Diketahui xe€ 4 dan 2x+3 <6, maka

3
2x+3<6 & 2x<3 & .rS;—.

[

Jads, .4:1xe R:.rﬁ%}—.

(b) Dibenkan B = {_re R:x"+x> 2} . Tentukan bentuk lain dan B.
Jawab. Diketahui xeB dan x*+x>2 atau x +x-2>0 atau
(x—=1)(x+2)> 0. Sehingga diperoleh bahwa (i) x~1>0 dan x+2>0, atau

(1) x-1<0 dan x+2<0. Untuk kasus (1) diperoleh bahwa x>1 dan
x>~-2, yang berarti x>1. Untuk kasus (1) diperoleh bahwa x<1 dan
x <-2, yang berarti x <-2. Jadi, hhmpunannya adalah

B={xeR:x>1}u{xe R:x<-2}.

Teorema 1.1.14. Jika a =0 dan b=0, maka
(@) a<beoa’<bh’ o Ja<lb.
(b) a<sbeoa <h o=Jasb.

1.1.15. Ketaksamaan Bernoulli Jika x>-1, maka (1+x)" 21+ nx umuk semua

ne M.

11




Buki. Akan dibuktikan mengeunakan induksi.

Untuk n=1, maka
(1+x) 21+l x & 1+x21+x (pernyataan benar),
Misalkan benar untuk n=4k, yaiu (1+x)° 21+kc. Akan dibuktikan benar uniuk
n=k+1, yaitu
{1+ x)*! =(l+xy(l+x)z(1+ke)(l+x)

=1+kx +x+ ke’

=14k +1)x+ k'
Karena kx” 20, maka (1+x)"" 214 (k+1)x, yang berarti benar untuk n=k+1. Jadi,

terbukti bahwa (1+ x)" 2 1+ nx untuk semua ne ®.

L.L.16. Ketaksamaan Cauchy Jika ne [ dan a,..,a b, .. b € K, maka

(arby +ayb, +otah ) (e +a’ +..+a] ) (BT +b +. 48]

it

() <(20)20)

x "|: { = . x .
Selanfutnyva, fika tidak semua b =0, maka [Eu__blj = Lr__'][zh__'] Jika dan
W, r=l 4 =l

hanya jika terdapal s€ B sedemikian hingga a =sb. a,=sh,. . a =zb

Bukti. Didefimsikan fungs: F: H — K sebagm benkut:
F{t)y=(a, —th, J: +(a, —th, } +...+(a, —th }' reR
Jelas bahwa Fir) =0, untuk setap € £ . Selanjutnya.
F(t) =(a’ =2ab +8 |+(a," = Uab, +087 )+ +(a,’ = 2a b, +1'5]

=(a®+a +..+a] |- 2(ah +ab +. . +ab )+ (b +b +. . +b7)

{ n 11-!__'
P |

m';, + |Eh

12




Ingat bahwa A+28r+C 20 jika dan hanya jika [EBJ: -4 AC =0, vang berakibat

B* < AC . Sehingga diperoleh bahwa

|I iulhl ]- 2
b gl

Dengan demmikian teorema terbukti.

i

b e \

SOAL LATIHAN SUBBAB 1.1
1. Jika a,be &, unjukkan bahwa:

(@)  —(a+b)=(—a)+(-b).
(b)  (—al-b)=ab.

(€) —[%}—'T“ jika b#0.

2. Selesaikan persamaan berkut.
(a) Z2x+5=8.
(b} x'=2x.
. . 1 (1417
3. Jika a#0 dan 60, tunjukkan bahwa- —| — Il =1.
(ab) lallb)

4. Buktikan bahwa tidak ada bilangan rasional 1 sedemikian hingga * = 3.

5. Buktikan bahwa jika a > 0, maka + =d.
(%)
6. Jika a,be K, nnjukkan bahwa at+b =0 Jika dan hanva pka a=5b6=0.

|
7. Buktikan bahwa l E{Lr "'.Il?}:|

1, , \
EE{H' +h']|- uniuk semua abe H .

8. Tunjukkan bahwa jika ae B dan m,ne M, maka a" " =4"a" dan (a") =a™.

{Gunakan induks: matematik.)

13




1.2. Nilai Mutlak dan Garis Bilangan Real
Dan sifat Tnkotom, dapat ditank kesimpulan bahwa pka ae K dan a=0, maka o

atan —a merupakan hilangan real positif. Nilan mutlak dan a # 0 didefimisikan sebagai

nilan positif dan dua bilangan tersebut.

Definisi 1.2.1.  Nilai mutlak (absofure value) dan suat bilangan real g, dinotasikan
dengan |a|, didehimsikan sebagm

a jikaa=0.
Iul.—c 0 pkaa=0.
-a Jikaa<(.

Sebagai contohnya, [3| = 3 dan |—‘J|— 9. Dapat dilihat dari defims: dh atas bahwa
la]z0 untuk semua ae &, dan bahwa |a|=0 jika dan hanya jika a=0. Juga bahwa

|-a| = a untuk semua ae B . Berikut ini diberikan beberapa sifat nilai mutlak.

Teorema 1.2.2.

[a) |£.n'?|—|£.r|||’:'| itk semia ae ||
(b} |£.r|: =g untuk semua ac B
(e) Jika c=z0, maka |£.r| = ¢ fika dan hanyva jika —c=a=c.

{d) —||'.I'| o |.:e| wrlik semia ae | .

Bukti,
(a) hika a=b=0, maka terbukti. hka a>0 dan &>0, maka ab>0, sehingga

lab|=ab=|a|lb|. Jika a>0 dan b<0, maka ab<0, sehingga

|Ln’:'| =—ab=a(-b)= |u".|'7|

14




(b) Karena a* 20, maka o’ =|u:|=|aa|=|u"u|=|u|:.
(c) Jika |u|$c. maka a ¢ dan -a<c¢ yang berarti —¢ <a<c. Sebaliknya, jika
~c<a<c, maka diperoleh a <¢ dan —a<c. Jadi, [a|<Sc.

(d) Gunakan langkah yang sama seperti pada (¢) dengan mengambul ¢ =|a|.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebut dengan Ketaksamaan

Segitiga (Triangle Inequality).

1.2.3. Ketaksamaan Segitiga Jika a.be R, maka |a+b| <|a|+[b|.

Bukti. Dari Teorema 12.2(d), diketahui —|a|<a<|a| dan —|b|<b<|b|. Dengan
menjumlahkan kedua ketaksamaan diperoleh

—(|a|+|b|)$a+b£|u|+lh|.

Akibat 1.2.4. Jika a.be R , maka
@ Jol-pl<la-.

(b) |u —h|S|u|+V7|.

Bukti.

(a) Tulis a=a—b+b dan masukkan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sehingga
la|=|(a~b)+b|<|a~b|+[p|. Kurangkan kedua ruas dengan [b]. diperoleh
la|-]p|<|a—#]. Gunakan cara yang sama untk b=b-a+a, diperoleh
~Ja— b} <|a]~|#| . Kombinasikan kedua ketaksamaan tersebut, diperoleh

~|a—b|<|a|- bl <]|a-4|.

Menggunakan Teorema 1.2.2(c) diperoleh bahwa lu' o B
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(b) Gantlah b pada Ketaksamaan Segimiga dengan —b, sehingga diperoleh
|£.r - |':'| = Ir.r| -—|—|'7| . Karena |—|’:'| = b, maka diperoleh bahwa |u - F:'l = |u| +|h|.

Ketaksamaan segitiga di atas dapat diperluas sehingga berlaku untuk sebarang

bilangan real yang banyaknya berlungga.

Akibat 1.2.5. Jika a.a,.....a_adalah sebarang bilangan real, maka

a,+d,+ ---"’“..lEl”ll"'|“:|+---"'|“=|-

Contoh 1.2.6.

2x? —3x+1
Diberikan fungsi f yang didefinisikan dengan ;m—% untuk xe[2.3).
xX=

Tentukan konstanta M sedemikian hingga |If'[.1.']| =M ., untuk setiap xe [2.3] .

|11..3_3,1_..]|_|3.1':—3.1.'--]|
| 21 | Jx-q]

Diketahui | (x)|=

|2 =32 +1| < |2+ ]34+
= 20|+ 3] +1
. [3]:|*3|[3J|—1
=28

dan

1|z oo}
2 2(2)|-/1
=3

_ |1.1.-:—31-—] 28 _ _ il
Sehingga I_H.ﬂl— =—. Jadi, dengan mengambal .U'—?. didapat

||,|"[.1.']| =M . untuk setap xe [3.3].
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Garis Bilangan Real (The Real Line)

Interpetas: geometn yang dikenal di antaranya gans ilangan real freal fine). Pada gans

real, nilai mutlak |a| dari suatu elemen ae B adalah jarak a ke 0. Secara umum, jarak

(distance) antara elemen @ dan & di E adalah |£.r - .I':ll . Perhatikan gambar benkut.

L
L

F2-(n|=3

Gzambar 1.1, Jarak antara a =-2 dan b=1.

Definisi 1.2.6. Dhbenkan ae K dan £ 0. Persekitaran- £ ( £ -neighborhood) dan a

didefimsikan sebagm himpunan

F;{Lr].—-{.rE L'-E:|.r—:e|-:r}—{ce—f-u-rf}.

Vola)

. | | |

L 3

a=£ il a4+ £

Gambar 1.2, Persekitaran I, {a).

Dapat dilihat bahwa xe V (a) pka dan hanva pka a -£ < x < a+£. Persekitaran

Juga serng disebut dengan kitaran.

Teorema 1.2.7. Diberikan ae R . Jika x berada dalam persekitaran V_ (a) untuk

sefiap £ =0, maka x=a.

Bukr. hka x memenuh |:-:—Lr|-::£ untuk setiap £ >0, maka berdasarkan Teorema

1.1.10 diperoleh bahwa |x—a| =0, yang berakibat x=0.
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.2
1. Jika a,be R dan b= 0. tunjukkan bahwa:

@ o= .
a|_le|
bl 1o

(b)

ra

Jika x,y,ze B dan x<:, tunjukkan bahwa x<y<: pka dan hanya jika
|x—,\~|+|_r—:|=|.r-:|.
3. Jika a<x<b dan a<y<b, tunjukkan bahwa |[x—y|<b-a.

4. Canlah semua nilai x& K& sedemikian hingga |x + l| +|.r - 2| =7.

N

Buatlah sketsa grafik persamaan y = |r|— l.r - l| ‘

6. Diberikan £>0 dan >0, dan ae R . Tunjukkan bahwa V, (a)nF,(a) dan
V. (a)wV;(a) merupakan persekitaran- y dari a untuk suatu mlai y.

7. Tunjukkan bahwa jika a.be R, dan a # b, maka terdapat persekiran-£ U dan a
dan V" dan b sedemikian hingga Unl'=0.

8. Tunjukkan bahwa jika a.be R , maka

(a) max{u.b}:%(u +b+|u—b|) dan min{a.b}=-i—(u+b—|u~h|).

(b) min{a,b,c}=min {m'm {a.b} .c} ;

1.3. Sifat Lengkap =&
Pada bagian ini akan diberikan salah satu sifat dari B yang sering disebut dengan Sifat
Lengkap (Completeness Property). Tetapi sebelumnya, perlu dijelaskan terlebih dahulu

konsep supremum dan infimum.

Supremum dan Infimum

Berikut 1m1 diperkenalkan konsep tentang batas atas dan batas bawah dan suatu

himpunan bilangan real.
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Definisi 1.3.1. Dibenkan subset tak kosong 5 < .

(a)

(b)

(c)

Himpunan & dikatakan terbatas ke atas (bounded above) nka terdapat
suatu langan we K sedemmkian hingga & =u untuk semua s€ § . Sehap
bilangan u seperti 1m disebut dengan batas atas (upper bound) dan 5.
Himpunan & dikatakan terbatas ke bawah (bounded befow) pka terdapat
suatu bilangan we K sedermbaan hingga w= 5 untuk semua s€ 5. Sehap
bilangan w sepert: i disebut dengan batas bawah (fower bound) dan 5.
Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) pka terbatas ke atas dan
terbatas ke bawah. Jika ndak, maka dikatakan tidak terbatas (unbounded).

Sebagai contoh, himpunan S={re R:x<2} ini terbatas ke atas, sebab

mlangan 2 dan sebarang halangan lebah dan 2 merupakan batas atas dan 5. Himpunan

i tidak mempunyan batas bawah, jadi himpunan i tidak terbatas ke bawah. Jadi, &

merupakan himpunan yang tidak terbatas.

Definisi 1.3.2. Dibenkan § subset tak kosong [ .

(a)

(b)

Iika & terbatas ke atas, maka suatu bilangan o disebut supremum (batas
atas terkecl) dan & jika memenuhi kondisi beribout:

(1) u merupakan batas atas 5, dan

(2) jika v adalah sebarang batas atas 5, maka u =v.

Ditulis u =supd.

Ika & terbatas ke bawah, maka suatu bilangan u disebut infimum (batas
bawah terbesar) dan 5 jpka memenuhi kondis: berkut:

(1) w merupakan batas bawah &, dan

{2) jikar adalah sebarang batas bawah 5, maka r < w.

Dimlis w=inf 5.

Mudah untuk dilihat bahwa pka dibenkan suatu himpunan § subset dan K,

maka hanya terdapat satu supremum, atau supremumnya tunggal. Juga dapat

ditunjukkan bahwa jika ' adalah sebarang batas atas dan suatu himpunan tak kosong




&, maka sup & =u’, sebab sup 5 merupakan batas atas terkecil dan §. Suatu subset tak
kosong § < B mempunyva empat kemungkinan, yaitu

(i) mempunym supremum dan imiimum,

(ii) hanya mempunya supremiim,

(ili) hanya mempunya infimum,

(iv) tidak mempunya infimum dan supremum.

Seniap bilangan real g€ £ merupakan batas atas dan sekaligus juga merupakan
batas bawah himpunan kosong &0 . Jadi, himpunan & tidak mempunyai supremum dan

infumum.

Lemma 1.3.3. Suatw bilangan u merupakan supremum dari subset fak kosong § — &
Jika dan hanya jika u memenuhi kondisi berikui:
(1} s=u umiuk semua s §,

(2) Jjika v<u, maka terdapal '€ § sedemikian hingga x<5".

Lemma 1.3.4  Diberikan subsel tak kosong § C £,
(a) w=supd jika dan hanva fika waiuk setap £>0 lerdapal 5, € 8
sedemikian hingga u—g<5,.
(b) w=mtd fika dan hanva fike untuk setiap £>0 ferdapar 5,€ §
sedemikian hingga u—£+< 5,
Bukri.

(a) = Dhketabhm w=supd dan dibenkan £>0. Karena w-f<u, maka u-£
bukan merupakan batas atas &. Oleh karena itu, terdapat 5 € 5§ yang lebih besar
dari u—£, sehingga u-£<5,.

— Dhketahw w-#<y5 . Ika v merupakan batas atas 5, dan pka memenuln

v<u, maka diambil £=wu-v. Maka jelas £>0, dan diperoleh bahwa
u=supy.

(b)Y Coba buknkan sendin.
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Contoh 1.3.5.

(a) Jika suatu lumpunan tak kosong & mempunya eélemen sebanyak berhungga,
maka dapat dihhat bahwa & mempunya elemen terbesar, namakan u, dan
elemen terkecil, namakan w. Maka w=sup8 dan w=mnf 5, dan keduanya
merupakan elemen § .

(b) Himpunan §,:={x:0<x<1} mempunyai batas atas 1. Akan dibuktikan bahwa
| merupakan supremumnya. lika wv<l, maka terdapat s'e §, sedemukian
hingga v<s'. Oleh karena itu, v bukan merupakan batas atas &, dan karena v
merupakan sebarang v<1, maka dapat disimpulkan bahwa sup§, =1. Dengan

cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa inf §, =0.

Sifat Lengkap &

Akan ditunjukkan bahwa subset tak kosong [ yang terbatas ke atas pasti mempunyan
batas atas terkecil. Sifat seperti ini disebut Sifat Lengkap & . Sifat Lenghkap juga sering

disebut dengan AKsioma Supremum K .

1.3.6. Sifat Lengkap H  Jika subser fak kosong ScC R lerbatas ke alas, maka

supremummnya ada, yvailu lerdapal u € B sedemikian hingga u =sup §.

Akibat 1.3.7. Jika subser tak kosong 5 C K lerbatas ke bowah, maka infimumnya

ada, vailu terdapal we B sedemition hingga w=mnt § .

Bukri. Misalkan limpunan T terbatas ke bawah, T c K. Dhbenmk himpunan

S={-r:1eT}, maka S terbatas ke atas dan tidak kosong. Menurut Aksioma

Supremum, sup S ada, namakan u =sup 5y, maka —u=mfT .
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.3
1. Diberikan S={xe R:x>0}. Apakah S mempunyai batas bawah dan batas

atas? Apakah inf & dan sup§ ada? Buktikan jawabanmu.

I=d

Diberikan T ={1-(~1)"fn:ne N}. Carilah inf T dan supT .

3. Inbenkan & subset tak kosong [ vang terbatas ke bawah. Buktikan bahwa
inf § =-sup{-s:5€ §}.

4. Tumukkan bahwa jika 4 dan & subset terbatas dan K, maka 48 merupakan
himpunan terbatas. Tunjukkan bahwa sup( 4 B) 5up{5up A, sup E} .

5. Ihbenkan 5§ R dan musalkan s*=sup5 dalam 5. Jika we 5. tumukkan
bahwa sup(§w{u})=sup{s*,u}.

6. Tumukkan balhwa lnmpunan berhingga & © B memuat supremumnya.

Jelaskan dan buktikan Lemma 1.3.3.

1.4, Penggunaan Sifat Aksioma Supremum

Pada subbab im1 dibahas beberapa akibat dan aksioma supremum.

Teorema 1.4.1. Diberikan subser fak kosong S & vang ferbatas ke atas dan

seharang a€ R . Didefinistkan himpunan a+ 58 ={a+s:5e€ 8], maka berlaku

sup(a+8)=a+sup(§).

Bukri. nhka dibenkan w=supd, maka x=u untuk semua xe&. sehingga
a+x=a+u. Oleh karena 1, a+u merupakan batas atas dan himpunan a+5§.
Akibatnya sup(a+5)=a+u. Selanjutnya, misalkan v adalah sebarang batas atas
a+&, maka a+x<v untuk semua xe &5 . Akibalnya x<v—a untuk semua xe &,
sehingga v—a merupakan batas atas 5. Oleh karena 1w, uw=sup8§ =v—a. Karena v
adalah sebarang batas atas a+5. maka dengan mengganth v dengan s =supd.
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diperoleh a+u<sup(a+5). Di lain pihak diketahui sup({a+S5)<a+u. Akibatnya

terbukti bahwa sup(a+8)=a+u=a+sup¥.

Teorema 1.4.2. [Dhberikan subset tak kosong S K yvang terbatas dan sebarang

bifangan real a > 0. Didefinisikan himpunan ab = {u.'.‘ I5E ":} maka berfaku

inf (a8)=ainf (5).

Buki., Tulis w=infa¥ dan v=infS. Akan dibuktikan bahwa wu=av. Karena
w=inf a8, maka u < ay, untuk setiap s 5. Karena v=inf 5, maka v<s untuk
sehlap s€ 5. Akibatnya av = as untuk senap s & . Berarti av mempakan batas bawah

ab. Karena u batas bawah terbesar ab, maka av=wn . Karena v = g5 untuk setap se &,

maka diperoleh =<5 uniuk senap s & (sebab a>0). Karena v =t &5, maka -
a a

vang berakibat & = av. Dh lain pihak diketahm av = . Akibatnya uw = av . Jad, terbukn
bahwa inf (a8 ) =ainf(5).

Teorema 1.4.3. Jika A dan B subset tak kosong B dan memenuhi a <b untuk semua

ae 4 dan be B, maka

sup 4=t 8.

Bukr. Thambil sebarang e 8, maka a=6 untuk semua ae 4. Arinva bahwa &
merupakan batas atas A, selungga sup 4 = 6. Selanjutnya, karena berlaku untuk semua
be B, maka supd merupakan batas bawah & Alkibainya diperoleh bahwa
sup d<inf 8.

Sifat Archimedes
Berkut ini diberikan salah samu sifat vang mengaitkan hubungan antara bilangan real
dan bilangan asli. Sifat ini menyatakan bahwa apabila diberikan sebarang bilangan real

x, maka selalu dapat ditemukan suatu bilangan ash n vang lebih besar dan x.
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L4.4. Sifat Archimedes. Jika xe &, maka rerdapat ne M sedemikian hingga x<n.

Bukri. Amhil sebarang xe . Andakan ndak ada me M sedemukian hingga x<n,
maka n=x, untuk setiap me M. Dengan kata lamn, x merupakan batas atas [N . Jadi,

McR, M@, dan M terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum, maka sup [ ada,
hs w=supM. Karena w—1l<w, maka terdapat me ™ dengan sifat w—-1<m.
Akibatnva w<m+1 dengan m+1e 4. Timbul kontradiks: dengan w =supl% . Beramt u
batas atas &, ymtu ada m+1e M selingga w<m+1 (v bukan batas atas & ). Jad,

pengandaian salah, yang benar adalah ada me M sedemikian hingga x < n.

Akibart 1.4.5. Jika 5= [L:.I'IE "’ﬂ} miaka inf § =0.

n

Buksi. Karena §# 0 terbatas ke bawah oleh 0, maka S mempunyau infimum, tulis

wi=inf §. Jelas bahwa w2=0. Untuk sebarang £ >0, menggunakan Sifat Archimedes,

terdapat ne M sedermbaan hingga l-c: n , akibainva ]—{ £. Oleh karena 1w, diperoleh
& i

bahwa
l=w=s—=<rF.
T
Akan tetapa karena £ >0 sebarang, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 berakibat bahwa
w =0}, Terbukti bahwa inf 5§ =0.

Akibat 1.4.6. Jika 1> 0, maka terdapat n_ € M sedemikian hingga 0 < L <l

T

Buksi. Karena inf []—:nE Z":I][=[J dan >0, maka r bukan batas bawah himpunan
n

[l ‘HE h] . Akibatnva terdapat 1, € [ sedemikian hingga 0 < l <.

n I
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Akibat 1.4.7. Jika y >0, maka ferdapat n € [N sedemikian hingga n_—-l<yv<n_.

Bukii. Sifat Archimedes menjamin bahwa subset £ .={an M:y< nr} dan % tdak
kosong. Menggunakan Sifat Urutan, £ mempunyai elemen vang paling kecil, vang
dinotasikan dengan . Oleh karena itw, # -1 bukan elemen £ . Akibatnya diperoleh

bahwa n —l<y<n .

Eksistensi Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional di £
Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat digunakan untuk membenkan
jaminan eksistens: bilangan-bilangan real. Benkut mm akan diumjukkan bahwa ada

bilangan real positif x sedemikian hingga x* =2.
Teorema L4.8. Ada bilangan real positif x sedemikian hingga =2

Bukii. Dibentuk himpunan §={s€ R:520 dan 5* <2}. Jelas bahwa §#@ sebab
e § dan 1€ § . & terbatas ke atas dengan salah satu batas atasnya adalah 2. hka r =2,
maka (* = 4. Jadi, t =2¢ 5. Menggunakan Aksioma Supremum, Sc B, §2 &, dan §
terbatas ke atas, maka § mempunya supremum. Namakan x=supd, dengan re R.

Akan dibuktikan bahwa x* =2 . Andaikan »* # 2, maka »* <2 atau ¥* > 2.

Kemungkinan I: Untuk el

, : I 1
Karena x° < 2, maka 2-x" > (. Karena — = —, maka

T T

Co1Y o, 2 1, ]
x+— | =X +—X+—=% +—{2x+]].
', I I " M
Karena 2—x" =0 dan 2x+1>0, maka -r_I| = 0. Menurut akibat Sifat Archimedes.
2r+

dapat ditemukan ne M sehingga
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- -
n 2x+1
Akibatnya
I 2
—(2x+1)<2~-x
n
dan
( 1) T T S
t xt=| <x +=(2x+l)<x’ +2-x =2.
\ n) n '
| (1Y | E gz L
Diperoleh bahwa l.r+— ' <2, yang berarti bahwa x+-—€ §. Kontradiks: dengan
n, n
x =sup S . Oleh karena itu tidak mungkin x* <2.
Kemungkinan I1: x> 2.
Karena x° >2, maka x” —2> 0. Perhatikan bahwa
Iy i3 2%.0d v 2%
l.r——l SX m—t X
\ m) m m m

Karena x’ =2 >0 dan 2x >0, maka dipilih me M sedemikian hingga

2x 2% 3
m > — atay —<x"—-2.
X =2 m
Akibatnya
BY v 228w res
1 x=—| >x =—>x (&’ ~2)—2
m ) m \
: 1Y . R B I , s
Diperoleh bahwa ‘ Sl e 2. Berarti x——¢& §, yaitu x~— batas atas. Kontradiksi
\ m) m m

dengan x=sup . Oleh karena itu, tidak mungkin x° > 2. Jadi, pengandaiannya salah,

yang benar adalah x* =2.

1.4.9. Teorema Densitas (The Density Theorem) Jika x.ve & dengan x <y, maka

ada bilangan rasional g€ () sedemikian hingga x<g<y.
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Bukfl. Dengan tidak mengurang: keumuman (withow! loss of generality), diambl x> 0.

Karena x< y, maka y >0 dan y-x>0. Akibainya >0, sehingga dapat dipalih

y-x

ne [N sedemikian hingga

"o

L
Untuk n di di atas, berlaku ny—-nx>1, yaitu nx+1<ny. Karena nx >0, maka dapat
dipalih me 4 selingga

m=l=nx<m.
Bilangan m &1 atas juga memenuht m<ny., sebab dan m-1=nx diperoleh
m=nx+1<ny. Jad

X < F o Ty .

Akibatnya untuk qr—E mempunyal  sifat x{ﬂ—q < yv. Jad, terdapat bilangan
n n

. i -
rasional ¢ =— dengan sifat r<g < v.

n

Bernkut im1 diberikan akibat dan Teorema Densitas, yaitu di antara dua balangan

real pasti dapat ditemukan bilangan irrasional.

Akibat 1.4.10. Jika x ve R denmgan x<y, maka ada bilamgan irrasional r

sedemikian hingga x<r-<y.

Bukri. Menggunakan Teorema Densitas, ada hilangan real :IIE diii :% dengan sifat

ada bilangan rasional g dengan sifat %ﬁq{%- Alabatnya, x< :;-.I'E-t:_r dan qﬁ

merupakan bilangan irrasional.
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.4
1. Dnbenkan himpunan tak kosong X' dan f: X = K mempunya range terbatas di
K. hka ge K, unjukkan bahwa:
ja) 5Up{.ﬂ‘+ fix):xe JI:'} =a +5Up{f{.r]:.tE -'L'} .

ib) inf{a-l-_.l"{.ﬂ: X JI:'} =a+inf{_.l"{.:r]: TE .]I:’} )

[

Dibenkan subset tak kosong 4 dan A dan [E. Ihbenmuk lhampunan
A+B={a+b:ac 4 dan be B}. Buktikan bahwa sup(4+8)=sup 4+supB

dan inf{4+ B)=inf A+inf B.
3. Jika dibenikan sebarang xe K. tunjukkan bahwa terdapat dengan tunggal ne £

sedemikian hingga n—1<=x<n.

1
4. hka y >0, munjukkan bahwa terdapat ne [ sedemikian hingga =5y

5. Jika u >0 adalah sebarang bilangan real dan x < v, unjukkan bahwa terdapat

bilangan rasional r sedemibian hingga x <<y .

L.5. Interval dalam &
Jika dibenkan a.be B dengan a < b, maka interval terbuka yang ditentukan oleh a
dan & adalah himpunan

(a.b)={xe R:a<x<bh].

Tk o dan b disebut titik njung (endpoinis) interval. Tink wjung tdak termuat
dalam interval terbuka. hka kedua tnk wung digabungkan ke dalam interval
terbukanya, maka disebut interval tertutup. yaitu himpunan

[u,.l'.'-']={xl'=' Bra=zx iff:'}.

Interval setengah terbuka atau setengah tertutup adalah interval yang memuat
salah satu ik wjungnya. Gabungan interval terbuka dengan nnk wung a. ditulis |a.b).
dan gabungan mnterval terbuka dengan ttik wung b, ditubhis (a.b). Masing-masing
interval tersebut terbatas dan mempunym panjang (length) vang didefinsikan dengan

b —a. hka a= b, maka interval terbukanya berkorespondens: dengan himpunan kosong
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(a,a)=©. dan interval tertutupnya berkorespondensi dengan himpunan singleton
[a.a]={a}.

Berikut ini diberikan lima jenis interval tidak terbatas. Simbol <o (atau +eo ) dan
~oo digunakan sebagai simbol titik ujungnya yang tak berhingga. Interval terbuka tak
terbatas adalah himpunan dengan bentuk

(a.)={xe R:x>a} dan (~w=,b)={xe R:x<b}.
Himpunan pertama udak mempunyai batas atas dan yang kedua ndak mempunyai batas
bawah. Himpunan (a,ss) sering juga disebut dengan sinar terbuka (open a ray).
Diberikan interval tertutup tak terbatas, yaitu

[a.0) ={xe R:a<x} dan (~,b]={xe R:x<h}.
Himpunan [a.e) sering disebut dengan sinar tertutup (close a ray). Himpunan &

dapat dituliskan sebagai (~oo,o0):= R . Perhatikan bahwa o dan —e bukan elemen K.

L.5.1. Teorema Karakteristik Interval Jika S adalah subset & yang memuat paling
sedikit dua titik dan mempunyai sifat:

Jika x,yve § dan x <y, maka [.\'. )'] -

maka § merupakan suatu interval.

Interval Susut (Nested Intervals)
Telah diketahui bahwa barisan adalah fungsi f:N — 4# @ . Jika 4 adalah himpunan
interval-interval, maka terbentuk barisan interval {7} . Untuk mempersingkat

penulisan, barisan {/_}  cukup ditulis /.

Definisi 1.5.2. (Interval Susut) Barisan [/ . ne N dikatakan interval susut (nested

intervals) yika
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Contoh 1.5.3.

: 5
(1) Diberikan 7. =[0.ﬂ‘. ne N. Yaitu 1, =[0.1], 1, =[0.;}. I, =20.l].
n : L

Maka I, 21, 21, 2... (nested) dan nln ={0} (mempunyai titik berserikat).

aw=i

' 4 \
(2) Diberikan J_ :( ()_l]. ne M. Diperoleh bahwa I O/ . untuk setiap ne N.
\ n J

=l

Tetapi nln =@ . Jadi, interval susut belum tentu mempunyai titik berserikat.

Sebab, andaikan terdapat xe nl_ , maka xe J untuk setiap ne N. Karena

a=l

x>0, maka terdapat ne M sedemikian hingga l<:c. Kontradiks: dengan
n
pengandaian. Jadi pengandaian salah, yang benar adalah ﬂ I =9.
wwl

(3) Diberikan 7 =[0.1+-’-}. maka 1,=[0.2], L:[().!-l-l. 1,=-().l-[-}.
‘ n : 4| A S

Diperoleh h’. =[0.1]#@. (Ada tak hingga banyak &e[0.1]). Perhatikan

e=l

bahwa 'mf{l+l:ne N#: P

n

1.54. Sifat Interval Susut (Nested Interval Property) Jika I, :[ut.b"], ne N

interval tertutup terbatas dan 1, > I, untuk setiap ne N (interval susut), maka

nlﬂ 2D,

o=l
yaitu terdapat &€ R sedemikian hingga &€ I, untuk setiap ne M. Selanjutnya, jika
panjang I =b_—a, memenuhi inf{b —a, :ne N}=0, maka elemen berserikat

tersebut tunggal.

.
-

S
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Bukii. Dibentuk himpunan A={a :ne M}. Jelas 4# ) sebab g e d, dandcK.
Himpunan 4 terbatas ke atas, sebab [ 2 [, untuk senap ne [, Sehingga diperoleh
bahwa
a, =h,
untuk setiap ne N, yang berarti b batas atas 4. Menggunakan Sitat Lengkap X, maka
supremum 4 ada, yaitu terdapat £e R sedemikian hingga £ =sup 4. Jelas bahwa
a_= &
untuk setiap me 4. Selanjutnya, untuk sebarang m.ne [4 berlaku
a Za b Zh oatana =h .
Hal 1m berakibat
supfa, :ne M} <h, aan £<p_ .

karena u“E-:f dan fEh

m

, maka diperoleh o <£<h_ untuk setiap me M, berarti

el =|a,.b,], untuk setiap ne M. Sehingga

ﬁeﬁfﬂ.

n=|
yang berakibat ﬂ!" #@ . Jika p=inf{b :ne M}, maka dengan cara vang sama
=]

(sebelumnya), diperoleh pe [ untuk setiap me & . Sehingga diperoleh

rreﬁfﬂ.

Akan dibuktikan ketunggalannya, vaitu =&, Diambil sebarang £>0. Jika
inf{hﬂ —d_ine N} = [}, maka terdapat n, € [ sehingga
OD=p-L<hn,—an, <£ atau D=p-E<F.

Karena berlaku untuk sebarang £>0, maka p-&=0 atau 7= £. Jadi, terbukti bahwa

n=<&e ﬂ I tunggal.

=
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Himpunan Terhitung {Countable)
Diberikan ,,’j’,={l.13 ..... u}, ne M. Dua himpunan 4 dan B dikatakan ekuivalen,
ditulis 4 ~ B jika ada fungsi bijekiif [ : 4 — B. Contoh:

1. Misalkan 4={1.2,3} dan B={a.b.c}, maka 4~ B.

2. Misalkan f: A — C dengan f'={u'..1',_'|', :}, maka 4~ .

Suatu himpunan dikatakan tak berhingga (infinire) pka himpunan tersebut
ekumvalen dengan salah satu limpunan bagan sejatinya. hka tidak demikian, maka
himpunan tersebut dikatakan berhingga (finite). vantu ekwmvalen dengan 7, . Contoh:

1. Himpunan 4=1{1,2,3} berhingga.
2. N={123,.}, T={24,6.)c M. fungsi

S H=T

n f(n)=2n

Jadi, M tak berhingga, T juga tak berhingga.

Suatu himpunan [} dikatakan denumerable pka [0 ~[. Suvatun hmpunan
dikatakan terhitung (countable) pka lhnmpunan tersebut berhungga atau denumerable.
hka ndak, maka dikatakan hmmpunan tak terhitung (uncountable atau non
denumerable), yvaitu lhimpunan vang tidak ekwivalen dengan . hka himpunan A
terhitung., maka 4 dapat disajikan sebagm 4= {.1', X .1.',,,...} dengan x, #x, untuk {3 j.
Contoh:

. Himpunan & terhitung berhingga.

I-d

Himpunan [ terhutung tak berhungga.

fad

Himpunan 4={1,2.3} terhitung berhingga.

Dapat ditunjukkan bahwa E merupakan himpunana tak tertutung. Untuk
membuktikannya cukup hanya dengan membuktikan [ =[0,1] tak terhitung. Berikut ini

diberikan teoremanya.
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Teorema 1L.5.5. Himpunan { =[[J.]] tak rerfiifung.

Bukti. Andaikan [ terhitung, maka dapat ditulis dengan

! ={x|-.r:-.r,.,---,x",...}.
Dikonstruksikan  bansan nterval  tertutup, terbatas, swsut (mested)., dan

inf {b —a,_:ne M}=0. Interval [ =[0,1] dibagi menjadi tiga sama panjang. yaitu

(0.4 )44 ) dan [ 241].
Tink x e termuat dalam paling banyak dua sub mnterval. Pilih sub interval yang tidak
memuat x,, namakan [, =[a.84]. Jadi, x € /. Selanjutnya, J, dibagi menjadi tiga
sama panjang, vaitu
-:u,.u, +’l4;:| [e:r, +/L£.u, +%:| . dan [u, +%.h,:|.
Kemudian pilih sub interval yang tidak memuat x,, namakan [, =[a,.h,]. Jadi, x, € [,.

hka proses  diteruskan, diperoleh  bansan  interval  tertutup,  terbatas,

1
Lol,ol ..ol dengan nflb —a :nelM}= inf{iﬁ'} . Menggunakan sifat

Nested fnterval, maka terdapat dengan tunggal ye nf" . Berari ye [, ymtu y=x,

L}

untuk suatu ne . Akibainya x e ﬂfr, yaitu x e[ . Sedangkan dan konstruks:
n=|

diperoleh x & J . Timbul kontradiks:, yvang benar adalah I=[U.|] tak terhutung,

sehingga B juga tak terhatung.

Teorema Bolzano-Weierstrass
Sebelum dijelaskan tentang Teorema Bolzano-Weerstrass, terlebih dahulu dijelaskan

mengenai titik cluster. Berikut diberikan definisinya.
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Definisi 1.5.6. (Titik Cluster) Dibenkan subset tak kosong Sc K. Tink xe B
disebut titik cluster (cluster points) jika setiap persekitaran F (x)=(x-£ x+£)
memuat paling sedibat satu nuk anggota § vang tidak sama dengan x. Tink cluster sering

dhsebut dengan titik akumulasi atau titik limit.

Dengan kata lmn, x utk cluster § pka unmuk setnap £>0 berlakn
“; [I]ﬁ.'}'jl—{.r} # & atau {f:{x}—{x}}ﬁ.'}'t@ .

Ekumvalen dengan mengatakan bahwa x tiik cluster § jka untuk setap ne M.

terdapat 5, € § sedemikian hingga 0 <|s, —x|< L
"

Contoh 1.5.7.
(1) Diberikan § =(0,2). Apakah 0 merupakan titik cluster?
Jawab, Diambil £>0, maka V,(0)=(0-£,0+£)=(-£.£). Menggunakan

Teorema Densitas, maka 0 merupakan ttik cluster § dan (g §. Demikian juga

bahwa é merupakan titik cluster § dan %E y.

(2} hbenkan 4= [LE] L_-'{4} . Apakah 4 nuk cluster?
Jawab, Persekitaran-£ dan 4 adalah {4] = {4 —-£ 4+ I‘J . Msal diambal

b i
: |= é4]:] Sehingga diperoleh bahwa

. maka ¥, (4)=] 4—%.4+

ey
|
td | =

e

i

i
| 3%,4%].’1[[,3] ~{4} =& . Jadi, 4 bukan titik cluster.
LS

l 111
(3} Dhbenkan B _{—:.I'IE h} = [1;51} Tunjukkan bahwa 0 tuk cluster 8
i 2

dengan 0g 8.

Jaowab, Menggunakan Sifat Archimedes, pka diberikan sebarang £> 0, maka

terdapat me 4 sedemukian hingga 1]{1{.::. Persekitaran tmk 0 adalah
fn
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1
V,(0)=(-£.£). Jika dipilih £ sangat kecil, maka 0<—<g. Jadi, 0 merupakan
i

ttk cluster £ dengan Og &.

1.5.8. Teorema Bolzano-Weierstrass Setfap subser B vang tak berhingga (infinite)

dan terbatas, mempumyval paling sedikil satu HHK cluster.

Bukti. Dhbenkan sebarang subset 5§ B tak berhungga dan terbatas. Karena & terbatas,
maka terdapat interval [, =[a,b] dengan panjang C£(/,)=b-a. Kemudian bagilah I,

b [ a+b
memjadi dua bagian, yaitu [a%] dan l i

,e‘:]. Karena & tak berhingga, maka

salah safu interval tersebut memuat tak hingga banyak ntik anggota 5, sebab apabila

keduanya memuat berhingga banvak anggota 5, maka berarti himpunan § berhingga.

Mamakan bagan yang memuat tak hingga banyak ttk anggota § dengan [,

b=a

Panjangnya L(1,)= . Selanjutnya, f, dibagi menjadi dua bagian seperti langkah

—_

dh atas, maka salah satu bagan memuat tak hingga banyak anggeota 5. Namakan bagan

tersebut dengan [,. Panjangnva E[I,]I=_:—:”. Apabila proses diteruskan, maka

diperoleh barisan interval susut (nested)

F s F s IF s s I s TR

Menurut Sifit Interval Susut, maka ﬂ I =&, atau terdapat x< ﬂ!n ;

n=| =]

Akan ditunjukkan bahwa x tnnk cluster 5. Dhambal sebarang £ > 0, maka terdapat ne [
b
sedemikian hingga Eﬂ—_'l:!-::r, dan persekitarannya V, (x)=(x—£.x+£). Karena xe [,

_F:'—i.r

dan £(1,) <g, maka [ CV, (x). Karena |, memuat tak hingga banyak titik

II:-I
anggota §, maka V (x) memuat tak hingga banyak titik anggota § vang tidak sama

dengan x. Jadi, ¥ merupakan ntik cluster 5.
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Himpunan Terbuka dan Termutup
Definisi 1.5.9.
(i) Himpunan & c ¥ dikatakan terbuka dalam K pka untuk senap xe .
terdapat persekitaran V', [ x) sedemikian hinnga V, (x)c .
(ii) Himpunan & c B dikatakan tertutup dalam K jpka komplemen F. vatu

F* terbuka dalam [& .

Contoh L.5.10.
(1) Hmmpunan K= [—eo,00) terbuka, sebab untuk sehiap xe K, terdapat
H[x]—{.x'—]..x'+]]-!: K.

r =1

(2) Himpunan A4=(0,1) terbuka, sebab jika diambil £= min lET} untuk

setiap x€ A, maka V, (x)=({x-£x+£)c A.
(3) Himpunan 8=[12] tertutup, sebab jika diambil x=1, maka untuk setiap
=0, V. (1)=(l-£l+g)c B dan 1-£e 5. Dapat ditunjukkan juga bahwa

B terbuka, yaitu 8 =(-wo,1)1(2.00) terbuka.

L5.11 Sifat Himpunan Terbuka
(a) Jika A himpunan fndeks (berfiingga atau fak berhinggal dan G terbuka

untuk sefiap Ae A, maka LJHJE ferfka,

A
(b) Jika Cr (., O masing-masing merupakan fimpunan terbuka, maka nﬁl
ol

ferbuka.

Bukri.

(a) Namakan {"-_Uf"-;e- Diambil sebarang xe (7, maka terdapat A e A4

A

sedermikian  hingga xe (. Karema (, terbuka, maka terdapat
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V. (x)c G, . Jadi, terbukti bahwa untuk setiap xe 7, terdapat V,(x)c G,

yang berarti G =|_| G, terbuka,

Ak A
{(b) Namakan H—nf{,. Akan ditumjukkan bahwa f terbuka. Dhambil sebarang
|

xe H maka xe G, i=L2,...n.

Karena xe @, dan G terbuka, maka terdapat £ >0 sehingga I, (x)c (.
harena xe(;, dan {r, terbuka, maka terdapat £, >0 sehingga I (x)cG,.
Denukian seterusnya.

Karena xe (7, dan G, terbuka, maka terdapat £, >0 sehingga F, (x)c(,.

Namakan £=min[g.£,....£,}, jelas bahwa £>0. Maka V,(x)cV, (x) =G,

untuk setiap i=L2..n, yang berakibat bahwa F [1'] — H —nf:'l . Jadu.

terbukti bahwa (76, terbuka.

Benkut 1 diberikan akibat dan sifat himpunan terbuka, yaitu sifat untuk

impunan tertutup.

kibart 1.5.12.

(a) Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak berhingga) dan G tertulup

uniuk sefiap Ae A, maka Uf"-ae fertutip.

A

(b) Jika O, 0., G, masing-masing merupakan himpunan fertulup, maka

n
U G tertutup.
gl
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SOAL LATIHAN SUBBARB 1.5

1.

1ad

Jika [:=[a.b] dan I":=[a",#"] interval terutup dalam B, tunjukkan bahwa
I I’ jika dan hanva jika a"<a dan b= 4.

Jika &5 & ndak kosong, umjukkan bahwa § terbatas jika dan hanya terdapat
interval tertutup terbatas § sedemmikian hingga S = 1.

Jika & — B ndak kosong dan terbatas, dan [, :—[J':nf .‘s-',sup."r']- tunjukkan bahwa
S f

g oelamutnya, jika J adalah sebarang interval tertutup terbatas vang

memuat &, tunjukkan bahwa f. = J .
Dibernkan K =(n,o=) untuk ne M. Buktkan bahwa mﬁn =1,
=l

Jika § himpunan terbatas di B dan 77— &5 tndak kosong, buktikan bahwa
mt & it I =supl =sup&.

Bukukan Akibat 1.5.1.2.({b).
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Pada bab i dibahas mengenm pengerbian bansan dan deret. Selamutnya, dibahas
tentang lmit dan konvergensi dan suatu barisan. Dh antaranya adalah Teorema
Konvergen Monoton, Teorema Bolzano-Welerstrass, dan Kntenia Cauchy untuk barisan

vang Konvergen.

1.1. Barisan dan Limit Barisan
Barisan (sequence) pada himpunan § adalah suatu fungsi dengan domain M dan
mempunyan range dalam 5. Pada subbab im akan dibahas mengenai bansan di (8 dan

konvergens: dan suatu barisan.

Definisi 2.1.1. Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefimsikan pada

himpunan [ dengan range dalam K.

Dengan kata lan, barsan dalam B mengawankan setiap bilangan ash
n=1,23,.. kepada suatu bilangan real. Jika X :M — B merupakan bansan, maka
biasanya dituhiskan dengan mlm dan X pada n dengan notas:i x . Bansan senng
dinotasikan dengan X atau (x,) atau (x,:ne M) atau {x} atau {x} . Apabila

diketahu suatu barisan ¥, artinya ¥ =(y, ).

Contoh 2.1.2.

(a) Barisan (x ) dengan x, =(-1)" adalah barisan -1,1.-L1,-1L...(-1)".....

+

. 1 (1 111
(b) Barisan (x| dengan x, =7 | > ne M =33

{c) Bansan konstan {.‘;r} dengan &_=3 adalah 3,3,3,3......
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i

) no 3
(d) EII!’IEHH[—}_ S
1 4 i+1

mn+

Lad | b

1
\ 2’
Definisi 2.1.3. Dibernkan bansan bilangan real (x,) dan (v, ). dan e E. Maka dapat
didefinisikan

M (= )x(v.)=(x,x¥).

[ii) .|':EI:L.1'|1 J =[orx, ::I .

(i) (x,)-(x)=(x 2]

(x) _[x)

{iv) — =[—" .asalkan y #0.
(5.) }}

Definisi 2.1.4. (Limit Barisan) Diketahui (x ) barisan bilangan real. Suatu bilangan
real x dikatakan limit barisan (x ) jika untuk setiap £>0 terdapat K(g)e M

sedemikian hingga untuk setiap ne M dengan n = K (£) berlaku |.1.'r - .1'| <E.

Jika x adalah limit suatu barisan (x, ). maka dikatakan {x, ) kenvergem ke x.
atau (.rﬂjl mempunyail limat x. Dalam hal 1 ditulis Iim{xn] =X atau ]iln[.r":l= x afau

o —p

x, =»x. Jika [x"}l tidak konvergen, maka [xn} dikatakan divergen.

Teorema 2.1.5. Jika barisan {.rrjl konvergen, maka {.r,r] mempunyal pafing banyak

satu fimit (limitnyva funggal).

Buki. Andakan lim [.rﬂ::l= " dan lim{.rr] =x" dengan ¥ # x" . Maka untuk sebarang

£>0 terdapat K* sedemikian hingga |, —x’|~=:f/:.' untuk setiap 1= K, dan terdapat
K® sedemikian hingga |x, —:-:‘l-i% untuk setiap 1= K. Dipilih K =max{K", K"},

Menggunakan Ketaksamaan Segitiga, maka untuk n = K diperoleh
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¥~ 2=~ x, +x, -]

=~ x, |+}x, = x

<%*%=£.

Karena berlaku untuk setiap £>0, maka x'~x"=0 yang berarti ¥’ =x". Kontradiksi

dengan pengandaan. Jad, terbukti bahwa limitnya tunggal.

Teorema 2.1.6. Jika (x_ ) barisan bilangan real dan x€ R, maka empat pernyataan
bertkut ekuivalen.
(a) Barisan (x,) konvergen ke x.
(b) Untuk setiap €>0 terdapat Ke N sedemikian hingga uniuk setiap nz K
berlaku |.r, - r| <E.
(¢) Untuk setiap &€>0 terdapat Ke N sedemikian hingga uniuk setiap nz K

berlaku x-& <x <x+E.
(d) Untuk setiap persekitaran V,(x) dari x , terdapar K € N sedemikian hingga

untuk setiap n 2 K berlaku x €V, (x).

Bukii.
(a) => (b) Jelas (dar: definisi).

(b) = (¢) Jr, ~x|<€ & -£<x,~x<f & x-£<x, <x+E.
(¢) = (d) x~e<x,<x+& & x e(x-£x+€) & x eV, (x).

d)=(a) x,eV,(x) & x-g<x <x+& & |x,-x<e.

Contoh 2.1.7.

(a) Tunmjukkan bahwa h'ml =0.

ey
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1) 1
Jawab. Akan ditunjukkan bahwa (x")=t l! konvergen ke 0, yaitu — 0. Harus
\n) n

dibuktikan bahwa untuk setiap £>0 terdapat K(£)e N sedemikian hingga untuk

&
——l < E.
n

A l o .
Ambil sebarang £>0, maka —>0. Menurut Sifat Archimedes, maka terdapat
£

setiap ne N dengan n 2 K () berlaku

K(g)e N sedemikian hingga —<K|(g), atau < £&. Akibatnya untuk setiap
£

!
K(e)

1
n2K(e) berlaku }~—()
n

1 1 1
= H =—< ——< £ . Jads, terbukti bahwa untuk setiap £>0
n| n K(g)

terdapat K (£)e N sedemikian hingga untuk setiap ne N dengan n2 K (g) berlaku

|l—(+:£. atau liml=0.
n A= n

1
(b) Tunjukkan bahwa hm—=0.
- n"

Jawab. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap £>0 terdapat K(£)e M sedemikian

. , ; 1 T
hingga untuk setiap ne N dengan n2K(£) berlaku |—~0|<£. Diambil sebarang
e

/ _ 1 74 :
£>0, maka zy >0, akibatnya 7> 0. Menurut Sifat Archimedes, terdapat
£ 2

K(e)e N sedemikian hingga L< K(g) atau ’1 <&’ diperoleh ! -<E.
e K(g) K(e)

Akibatnya untuk setiap n=K(g£) berlaku |l,-0|=L,S l —<£. Jadi, terbuku
K (e)

bahwa untuk setiap £>0 terdapat K(£)e M sedemikian hingga untuk setiap ne N

dengan n 2 K (&) berlaku }L:—()‘<£.atau limlz‘—-O.
n

n—=
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Contoh 2.1.8. Tunjukkan bahwa [{—] }') divergen.

Jowabh, Andmkan [{—I}"] konvergen, berart terdapat bilangan real x selingga untuk
setiap £>0 terdapat Keld sedemukian hingga untuk setap nz K berlaku

(1)~

<l.Untuk n = K dan n genap, maka (-1)" =1, diperoleh
h-4<1 & -1<1-x<1,
vang berakibat x> 0. Untuk n = K dan n ganjil, maka (~1)" = -1, diperoleh
F1-x|<1 & -l<-1-x<l,
vang berakibat x< 0. Timbul kontradiks:, yatu x>0 dan x<0. Jadi pengandman

salah, yang benar I[[—] }*} divergen.

Teorema 2.1.9. Diberikan barisan bilangan real X =(x :ne M) dan me M. Maka

X, =(x,.,.:nell) konvergen jika dan hamva jike X konvergen. Dalam hal ini

ImX_ =hmiX.

Bukti. Perhankan bahwa untuk sebarang pe M, elemen ke-p dan X adalah elemen
ke-(p+m) dari X. Sama halnya, jika ¢ >m , maka bentuk elemen ke-g dan X adalah
elemen ke-(g-m) dari X.

Dhasumsikan bahwa X konvergen ke x. Dhbenkan sebarang &£ =0, pada bansan

X untuk n =2 K{g) berlaku

xn—.:rl{..':'. maka pada X_ untuk & =K(£)-m berlakn

|x, = x| < &. Dapat diambil K_(£)=K(£)=m, sehingga X_ konvergen ke x.
Sebaliknya, jika pada X_ untuk k= K_(£) berlaku |x, —x|<&. maka pada X

untuk n = K(£)+m berlaku |[x, —x]<&. Dapat diambil K{£)=K_(£)+m. Dengan

demikian terbukn bahwa X konvergen ke x jika dan hanva pika X konvergen ke x.
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Teorema 2.1.10.  Diberikan barisan bilangan real [Iﬂ} dan xe B . Jika [er] adalak

suatu barisan bilangan real positlf dengan ]im{un}—{l dan jika wniuk ¢ >0 dan

me M berlaku

|-"'r - -\'I =i, LAl SEntid 12 m,

maka him(x, } =x.

Bukti. Diambil £>0, maka Z>0. Karena lim(a,)=0, maka terdapat K{%]E N

C

sedemikian hingga untuk setiap n:_:ﬁ:[% } berlaku |£.rr—[]|-:":/:_ . Akibatnya untuk

setiap nz K [ﬁ/: ] berlaku |x, - x|< n-|ur|-:v-£ =& atau |x, —x|<e. Terbukti bahwa
-

lim(x )=x.

Contoh 2.1.11. Iika a >0, unjukkan bahwa hm =10.

=1+ mex

Jawab. Karena a >0, maka 0<na <1+ na yang berakibat bahwa

1 1
{_—_
l+#me na n

|
< — untuk setiap ne .
i

Diperoleh

' _¢||—| : |{ll—l]~{ untuk setiap ne M.
| + ma |]+vrr.r| Hoa o |i

Karena telah diketahw bahwa ]iml—ﬂ, maka menurat Teorema 2.1.10 dan dengan
S/ |

=0.

mengambil ¢ = ! = () berakibat bahwa hm
i == |+ nu
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.1

l.

I~

T

Lh

Tulizkan hima bilangan pertama dan bansan tJ.',J untuk x berikut.

1)

n

(a) x, =

1
b} * =——.
®) x, no+2

Tentukan rumus ke-n untuk barisan benkut.

(a) 5, 7,9. 11, ...

!
'8 16

|| =

(b)

i b \I
Untuk sebarang fe &, buktikan bahwa hm —j =10.
1

Tumjukkan (menggunakan defims: himit barisan).

n

=2.

(a) lim| :
i+

s

(b) lim| L1 ]—}

2 +3

Tunjukkan bahwa ]im[J.'EJ =0 jika dan hanya jika ]irn{lxrl] =0,

Tunjukkan bahwa jika x 20 untuk semua ne M dan lim(x,)=0, maka

lim (fx, ) =0.
Buktikan bahwa jika lim{x, )=x dan jika x>0, maka terdapat Me N

sedemikian hingga x> 0 untuk semua n= M .

(11
Tunjukkan bahwa lim| ——— =0
y 1 n+

. :\I
~—|=0.

L nl ]

Tunmjukkan bahwa lim

10 Jika lim(x, |= x>0, tunjukkan bahwa terdapat K€ M sedemikian hingga jika

. l
e K, maka —x < X < Ax.
2
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2.1, Teorema-reorema Limit
Pada subbab im akan dibahas mengenam beberapa teorema vang berkaitan dengan limit

pada bansan bilangan real, seperti bansan terbatas dan kekonvergenan barisan.

Definisi 2.2.1.  Barisan bilangan real X =(x ] dikatakan terbatas jika terdapat

bilangan real M >0 sedemikian hingga |x_ | £ M untuk semua ne M.

Oleh karena itu, barisan (x, ) terbatas jika dan hanya jika himpunan {x, :ne N}

merupakan subset terbatas dalam X .

Teorema 2,22, Jika X = [.1'"} konvergen, maka X =t.1'_1:| ferharas.

Bukii. Diketahui X =(x, ) konvergen, misalkan konvergen ke x. Diambil £=1, maka
terdapat K e M sedemikian hingga untuk setiap n=K berlaku |x —x|<l.
Menggunakan akibat Ketaksamaan Segitiga, maka |x,|=|v|<1 atau |x |<1+|+| untuk
semua n 2 K. Namakan M —mﬂ.'-'.{.rl,:-::...., -"'.L-|~|-T|+ l}. maka |-1'¢|5 M ., untuk semua

ne M. Jadi, terbukti bahwa X =(x, ) terbatas.

Teorema 2.2.3. Jika X =(x )=x, Y=y, )=y, dan ce R, maka
M Xt¥=x+y.
(ii) X-¥=xv.

(iii) X =—cx.

Bukri

(1) Ambil sebarang £ >0. Karena X =(x_ ) x. maka terdapat n € [ sedemikian

E
lungga untuk setap n=n, berlaku |.1'r—.1'|-23. Karena ¥ =(y, |-y, maka
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(11)

&
lerdapal ® € M sedemikian hingga uniuk setiap o 2 berlaku |J'n —31{?- Filih

n, = max{m,.n } , maka akibatnya untuk » = n, berlaku

x, + ¥, = (x= )| =|(x. )+ (5, - ¥)|
El.r,r—.\'l+ 1

Karena berlaku untuk sebarang £>0, maka (x +y,) konvergen ke x+y.

g F
ﬂ_-}l{E+:_E'

-

Dengan cara vang sama diperoleh bahwa (v -y, ) konvergen ke x-y. Jadi,
terbukti bahwa X ¥ = x+ .
Akan dibuktikan bahwa untuk setap £>0 terdapat K e [¥ sedemmbian hingga

untuk setiap n = K berlaku |x, ¥, - x| < £. Diketahui

Iﬂ.-rE - Iﬂ.} + 'rf.:l-_ 1}|
+|.1.'n1.' —.1:|.'|

'TﬂII.:I.rI - -:I|+ |II1 _I||-}.|'

Ir,y, o=

< F o J
'TI'I .-|| n 'Tn .-||

Karena (x, | =»x, maka (x,] terbatas, akibatnya terdapat M, >0 sedemikian
hingga |x,|<M,, untuk semua ne M. Namakan M =max{M |}. Diambil

seharang £>0. Karena (x |— x, maka terdapat K e N sedemikian hingga

untuk setiap n = K, berlaku I.rﬂ—.t|{%. Karena (y,) -y, maka terdapat

—d

&

K,e M sedemikian hingga untuk setiap n 2 K, berlaku |y, -] < Th Namakan

4

K =max{K,. K,}, maka untuk setiap n = K berlaku

Ic}'r‘l',"|5 LV ‘J|+ X, ‘1'||J'|
f:.-'lf.—+i.M =£+£=.-:.
2M 2N 2 2

Jad, terbukti bahwa untuk sehap £>0 terdapat K e M sedemikian hingga untuk
setiap m= K berlaku |I¢}'l-_-1}'|'f~f- Dengan kata lan, terbukn bahwa

X-¥V=ay.
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(m) Amhil sebarang £>0. Karena I{xﬂ] »x, maka terdapat K€ [ sedermbian

. . . £ .
hingga untuk setap n 2 K berlaku |.'rI1 - .1.'| <. Perhanikan bahwa

IL'I" = .1'| = |1*.'.1|:r -X +x - .1.'|

E|r.‘.1.'.1 =X |+|X, —.1'|

o= l|---|.1.',r —_1'|-

Karena {.1.'7] by x , maka {.1.'7] terbatas, yaitu terdapat M >0 sedemikian hingga

X,

|x,| £ M , untuk semua ne M. Akibatnya

£ £
|.r_1"c - II"’ |'1'--r - -"I < M‘-I‘-’ - ||"' 3 = {.-'lf-l-r.' - l|}+ 3 < F.
Terbukt bahwa untuk senap £>0 terdapat K et sedemikian hingga untuk

setiap i 2 K berlaku ||:“.1.',r - .1'| < £ . Dengan kata lan, terbukt bahwa ¥ —cx.

Teorema 2.2.4. Jika X = {.‘l’"] px dan £ = I{:_‘J » 2 &) dengan == 0 uniuk semug

ne M, maka

X_[5],x
£ z

| 1] 1 |
Bukii. Terlebih dahulu harus dibuktikan bahwa E—[—| y—. Diambil .r:r—?|:|.

maka o >0. Karena him(z )=z, maka terdapat K € M sedemikian hingga untuk

seiap n = K, berlaku |:" —:|-::a'. Menggunakan akibat Ketaksaman Segtiga bahwa

== =|z

_*_:lﬂl:-1|_|:| untuk J:EKI. yang berarti %l:l-l:l—a’ﬂl:ﬂl itk J:EKI.

(=

2

Oleh karena — =

untuk n = KI . maka diperoleh

= - | -
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Selanjutnya, dibenkan £> 0, maka terdapat K, € M sedemukian hingga pka nz K,

maka |z, -z < i—:|_—|:. Jika diambil K(£)=max{KK,}, maka

1 1
‘——~{ <E untuk semua s = K{£).

A

|
Karena berlaku untuk sebarang £ >0, maka terbukn bahwa ]:im[_—

konvergen ke —. Menggunakan Teorema 2.2.3(n) dan dengan mengambal ¥ sebagm
1) v 1 (13
barizan [—.,m-dj.;-,, ,:Il'.]r'—|i. “"l _j_i
\ =n \ =, ] \Z =

Teorema 2.2.5. Jike X=(x ) barisan bilangan real dengan x, 20 untuk semua

ne M dan (x, )= x, maka x=0.

Bukti. Diambil £ =-x>0. Karena (x_ | = x, maka terdapat K € [ sedemikian hingga

untuk setiap n 2 K berlaku
|r,=x<ee-rcx, —x<e
Srx-F<x <It+E

S x-(-r)<x <x +{—.1"J-
= 2x<x, <

Kontradiks: dengan pernvataan babhwa x 20, untuk semua ne M. Jadi, pengandman

salah, yang benar adalah x=0.

Teorema 2.2.6. Jika (x, )= x, (¥, )=y, dan x =y, wniuk semua ne M, maka

r=y.

Bukti. Dhbenkan =z =y, —x, sehingea £ .—[

= ':I =¥-X dan z_ =0 untuk semua
ne M. Menggunakan Teorema 2.2.5 dan 2.2.3 duperoleh bahwa
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O=limZ =lim(y, )-lim(x ) atau lim{x )< lm{y, ).

Jady, terbulits babwa x < 4.

Teorema 2.2.7. Jika X = {-‘}] konvergen ke x dan jika a = x, = b untuk semua ne M,

maka a=x=h.

Bukyi. Diberikan Y barisan konstan (b, b,5,...). Menggunakan Teorema 2.2.6 diperoleh

bahwa lm X <lmY =6. Dengan cara yang sama diperoleh a =hm X . Jadi, terbukn

babhwa g<lm.X <=b atau g <x=<h.

Benkut i1 diberikan sebuah teorema yvang menyatakan bahwa jika suat barisan
Y berada (tersehip) i antara dua bansan yang konvergen ke ntik yang sama, maka ¥

Juga konvergen ke nuk yang sama.

Teorema 2118, (Squeeze Theorem)  Diberikan barisan bifangan real X ={xr].
Y=(v), dan Z=(z ) sedemikian hingga
X sy == itk semea ne 14,

L s n L]

dan lim(x, )=hm(z, ). Maka ¥ konvergen dan

lim(x, ) =lim{y, ]=lim(z,].

Bukfi. Misalkan w=lm(x, |=lim(z, ). Jika diberikan £ >0, maka terdapat K& I
sedemikian hingga untuk setiap 112 K berlaku |v, —w|<£ dan |z —w|<e£, atau dengan
kata lamn —£<x —w<g dan —£<z —w<£. Karena x, £ y_=z, , maka

I =WwW=§, =Wz —Ww.

Akibainya diperoleh bahwa -g< v —w< g, Karena berlaku untuk semua nz K dan

£ =0, maka terbukt bahwa ]im{_rr] =W,
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Teorema 2.2.9. Jika X =(x, )= x, maka | X|=(|x|) = |4.

Bukti. Diberikan £>0. Karena X =(x )= x, maka terdapat Ke [ sedemikian
hungga untuk setiap n = K berlaku |-"}'-"I':E- Menggunakan akibat Ketaksamaan

Semitiga, diperoleh bahwa untuk setiap e [ berlaku

Jadi, diperoleh bahwa x|~ || < £, atau | X|=(|x,]) = |4

.1'_1|—|.r|| = |.1'_1 - .1.'| = E.

Teorema 2.2.10. Jika X =(x, )= x dan x, 20, maka barisan bilangan real positif
()=

Bukfi, Menurut Teorema 2.2.5 diperolah bahwa x=0. Akan diumukkan bahwa
teorema benar untuk x=0 dan x>0.

Kasus I: Jika x=0, diberikan £>0. Karena (x | = x=0, maka terdapat Ke M
sedemikian hingga untuk sehap 7 = £ berlaku

0z =x -0<&.
Sehingga diperoleh bahwa UEJI_"{E. Karena berlaku untuk setiap £>0, maka
terbukti bahwa (x| .
kasus II: Jika x>0, maka u"n._'}[l. hberikan £>0, maka terdapat Ke [

sedemilian hingga untuk setiap # 2 K berlaku |.'I.'" - .rl < £ . Perhatikan bahwa

Y S A b [ R o) BT
e
Karena J.E +q|r; = ‘u'r: =0, maka diperoleh

|.\E—\{;|E|:j?l:]|xn—.r|-:j:.

Karena berlaku untuk setiap £ >0, maka terbukt: bahwa f.ulr:] I--qlr;.
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i

L]— L (ada)

5, '1'!.'

Teorema 2.2.11. Jika (x,) barisan bilangan real (tegas) dengan lim

dai L=<, maka I{xr] konvergen dan hm |:.'l.'__| J =1,

Bukti. Dipphh re B sedemukian hingga L<r<l. Dhambl £=r-L>0. Karena

i k]

ILml 22 =L, maka terdapat K e [ sedemikian hingga untuk setiap n 2 K berlaku
L X,
X
—=L — 1< £. Karena
X,
X x
Al _|£|E nll_.[-
X, X,

maka

X

=L <e.

x
Sehingga diperoleh

'1-|-||| 'T1-I
—=Lzg & —<gtl=<l+r-L=r = x_,,<xr
X, X,

Jadh, untuk setiap n = K berlaku

2 ¥ wil-k _ Ap  mil

Oox  =xr<x r <x b <_.<xr =—r
r
: : ' X .
Jika diambal ¢ = —i . maka diperoleh
F
D<x, <er™ untuk semua n = K.

Mengingat bahwa ]:im[r"] =0 (sebab 0<r<1), maka
lim [r" }l =0=hm |'l.""' : }l =0=lim(x,, )=0=lmx, )=0.

Jadi, terbukti bahwa (x_ ) konvergen dan lim(x, )=0.
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SOAL LATIHAN SUBBAB 2.2,

1. Tentukan apakah barisan benikut konvergen atau divergen.

2 o
(a) x = A by x = il +3.
" on+l : n+1
(c) =x = t—l}"n
n+1

[

Tunjukkan bahwa jika X dan Y banisan bilangan real sedemikian hingga X dan

X +Y konvergen, maka ¥ konvergen.

3. Tunjukkan bahwa barisan ((~1)" #” | tidak konvergen.

4. Diberikan y, =+n+1-+/n untuk ne N. Tunjukkan bahwa (y,) dan (vny,

konvergen. Canlah mla himitnya.

Jika a >0, b> 0, unjukkan bahwa ]irn[ (n+a){n+b)- rr}| = ? .

LN

6. Gunakan Teorema Squeeze (2.2.8) untuk menentukan himit barisan benkut.

{a) 1::; } ib) [[rr!}"b:' }I

7. Benlah sebuah contoh barisan konvergen {.‘L‘T] dengan lim S ]: 1.
| x

B. Ihbenkan bansan bilangan real posinf JI:'=[.1'_1:| dengan  him

X

'r“"]=L}].

L
Tumjukkan bahwa X tidak terbatas dan tdak konvergen.
9. Diberikan (x ) barisan konvergen dan (v, ) sedemikian hingga untuk sebarang

£>0 terdapat Me [ sedemikian lhingga untuk semap nz M berlaku

< £. Apakah [_r"] konvergen?

Irl - 1 .rl

10. Tunjukkan bahwa jika (x, ] dan (v, ) barisan konvergen, maka barisan (u, ) dan

(v,) vang didefinisikan dengan u =max{x .y } dan v =min{x ¥, }

konvergen.
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2.3, Barisan Monoton

Benbut im dibenkan pengertian mengenal banzan nank dan turun monoton.

Definisi 2.3.1. Diberikan barisan bilangan real X =(x,_ ).
(i) Bansan Y dikatakan naik (increasing) nka x, < x| untuk semua ne M.

(ii) Bansan Y dikatakan naik tegas (sorictly increasing) nka x_ <x_,, untuk semua

!
ne .

(iii) Bansan X dikatakan turun (decreasing) pka x = x | untuk semua ne 4.

(iv) Bansan X dikatakan torun tegas (siricily decreasing) pka x > x_,, untuk
semua ne M.

Definisi 2.3.2. Barisan X =(x, ] dikatakan monoeten jika berlaku salah satu X naik

n

atau X turun.

Contoh 2.3.3.
(a) Barisan berikut ini naik (monoton ).
(1) (1,23, 4..m..).
() (1,2,2,3,3,3, ...
(i) (a.a’.a’.a",....0",..) jika a>1.

(b} Bansan bernkut imn turin (monoton).

(1) llll]
i, E 3 H
e [ 1 1 1 l
{11} klEl—_?T—l|
(i) (b,b%, 6 b%,..b"...) jika D<b<l.

{¢) Bansan benkut im1 Gidak monoton.
() [+l (-1)" ).

(i) (-L+2,-3,+4,..).
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134, Teorema Konvergensi Monoton
(a) Jika X =(x,) naik (monoton) dan terbatas ke atas, maka X =(x, ) konvergen
dengan
lim(x,)=sup{x, :ne N}
(b) Jika X =(x) twun (monoton) dan terbatas ke bawah, maka X =(x,)
konvergen dengan

h'rn[.tn}= inf{n.'_1 ‘HE J"E}.

Bukti,

(a) Karena X =(x ) terbatas ke atas, maka terdapat M e N sedemikian hingga
=M untuk semua nmelt. Namakan A= {.1.'_1 ‘RnE J"i} , maka AcC kK,
terbatas ke atas dan tidak kosong. Menurut Sifat Lengkap B | maka supremum
A ada, namakan x=sup 4. Dhamhl &> 0, maka terdapat K€ [ sedemubkian
hingga x-£ <x, =x. Karena X nalk monoton, maka untuk n 2 K berlaku

I—E<Xy ZX ZX<ITE
Al
x-E<x, <x+€ & |r, -x]<e.
Jadi, terbukti bahwa X =(x,) konvergen ke x =lim(x, ) =sup{x, :ne N}.

(b) Gunakan cara yang hampir sama dengan pembuktian (a).

Contoh 2.3.5. Diketahui barisan (v, ) dengan y =1 dan y_, =./2+ v, . n=1. Apakah
(¥, ) konvergen? Jika ya, tentukan hm(y, ).

Jawab. Akan ditunjukkan menggunakan induksi bahwa [y, | nmk monoton.

Untuk n=1, diperoleh y, =+/2+1=+3 21 (benar). Misalkan benar untuk n =k , yaitu
Vg =af2+ ¥, . ¥,y 2 ¥, . Akan dibuktikan benar untuk n= &k +1. vaitu

r K r K
. o — I . = . — e
Yiia J—+.‘L-I:—:‘J—+."L Yiar -
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Berarti benar untuk n =k +1. Jadi, menurut induksi (v, | nalk monoton. Selanjutnya,
ditunjukkan bahwa (v, ) terbatas ke atas (oleh 3), yaitu y, =3, unfuk semua ne 4.
Untuk n=1 benar, sebab v, =1<3. Misalkan benar untuk n=k, ymtu y, 3. Maka
Vel —mgm—ﬁél yang berari benar untuk n=&+1. Jadi, menurut
induksi terbukti bahwa y <3, untuk semua ne . Karena Lrn} nak monoton dan
terbatas ke atas, maka menurut Teorema 2.3.4 barisan (v, ) konvergen. Misalkan
y=lim( ¥}, maka diperoleh
=TTy &y =24y ey - p-2=0 (y-2)(y+1)=0.

Diperoleh y=2 atau y=-1. Untuk y=-1 jelas ndak mungkin, sebab 1=y <3

untuk semua ne M. Jadi, terbukti bahwa (v, ) konvergen dan him({y, ]=2.

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.3

1. Dibenkan x, >1 dan x ,, =2 L untuk ne . Tunjukkan bahwa (x | terbatas
x '

dan monoton. Canlah milai limitnya.

[

Diberkan x 22 dan x  =1+4fx =1 untuk ne M. Tunjukkan bahwa (x, )

turun dan terbatas ke bawah oleh 2. Canilah mlar himitnya.

3. Ihbenkan Ac R tak berhingga yang terbatas ke atas dan musalkan w:=sup A.
Tumjukkan bahwa terdapat bansan nak ﬂ.rﬂjl dengan x € 4 untuk semua ne [
sedemikian hingga u = Iim{xn] )

4. Tentukan apakah barisan (v, | konvergen atau divergen, dengan

1
¥, mm—t—t_ = untuk ne .
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1 1 1
5. Diberikan x =-—+—+..+— uniuk setiap ne M. Bukiikan bahwa (x ) naik

22 n
dan terbatas, sehingga [.r_J konvergen. (Ferwmjuk: hka k22, maka

S =),

K k(k-1) k-1

6. Tentukan konvergens: dan hitunglah himit barisan berikut.

{ 'J '.l-rl 1 "I" : [h.] '-l.rl -"\|
a +— : +—
L "Jr S ".-r }
.,_lv."“l ."'l_ ] n
() ||L* | (d) 1—_] ]
n+l; J A

1.4. Barisan Bagian
Pada bagman im akan dibenikan konsep bansan bagan (subseguences) dan suatu barisan

bilangan real.

Definisi 2.4.1.  Diberikan barisan bilangan real X =(x ) dan diberikan barisan
hilangan ash nak tegas m, < n, <...<n, <... Barisan X'= {Iﬂl J'l dengan

('1'-1. ] = {.".'T: i }

dhsebut dengan barisan bagian atau sub barisan (subsequences) dan X

(1) Bansan ,]L': = l l]— ..... —_— ] merupakan barisan bagan darn X
L2 4 6 Zn

. ) . (1111 ) .

() Bansan X, =| —,—, —,—,...| merupakan barisan bagian darn X

a6 7))

. s 1 111 14

(m) Bansan X =] —,—,—,—,...| bukan bansan bagan dan X, sebab n, <n,.
37274°577)




Teorema 2.4.3. Jika X =(x_) konvergen ke x, maka setiap barisan bagian X' = ( X, )

dari X juga konvergen ke x.

Bukti. Diambil £>0. Karena (x,_ ) - x, maka terdapat K(£)e N sedemikian hingga
untuk setiap n 2 K(£) berlaku |.r, —x| < £. Karena untuk setiap ne N berlaku n,, 2n,.
maka untuk setiap n 2 K(£) berlaku n, 2 k =2 K(¢£). Sehingga

I“'n. - Y‘ <E.

Terbukti bahwa X' =(x, ) konvergen ke x.

Teorema 2.4.4. Diberikan barisan bilangan real X =(x_), maka pernyataan berikut
ini ekuivalen.
(i) Barisan X =(x,) tidak konvergen ke xe R.
(ii) Ada g, >0 sedemikian hingga untuk sebarang ke N, terdapat n,e M
sedemikian hingga n, 2 k dan |r ——.rlze_',,.

(iii) Ada &,>0 dan suatu barisan bagian X':(-".,) sedemikian hingga

|x" - .r| 2 £, untuk semua ke N .

Bukii.

(1) = (1) Jika (x,) tdak konvergen ke x, maka untuk suatu £ >0 tidak mungkin
ditemukan ke N sedemikian hingga untuk setiap m, 2k berlaku |x, —x|<s,.
Akibatnya tdak benar bahwa untuk setiap ke N. n=2k memenuhi |x,\ —.r|<£,).
Dengan kata lain, untuk setiap ke ¥ terdapat n, € M sedemikian hingga n, 2k dan

|xn - x| 2&,.
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() = () Diberikan £, >0 sehingga memenubn (1) dan dibenkan n e ™ sedermikian
hingga m =1 dan |v, —x|2&,. Selanjuinya, diberikan n,e M sedemikian hingga
m, > n, dan |xﬂ__ —.rlf_:'..E'I,. Demikian seterusnya sehingga diperoleh suatu banisan bagian
X'= {.1.'

} sehingga berlaku |er —.r|“—2.£‘,, untuk semua ke Iv.

(iii) = (1) Misalkan X =(x ] mempunyai barisan bagian _r“—[x"_}l yang memenuhi
gifat (i1i). Maka X tidak konvergen ke x, sebab jika konvergen ke x, maka X'—I[.rﬂl }
juga konvergen ke x. Hal im ndak mungkin, sebab J["—{.rm} tidak berada dalam

persekitaran F, (x).

Teorema 2.4.5, (Kriteria Divergensi) Jika barisan bilangan real X =(x_ | memenuhi
salah satu dart sifal berikul, maka barisan X divergen.
(1) X mempunval dua barisan bagian konvergen X'= [.1'I1I ] dan X' = [Ir. }

dengan {imil keduenyva tdak sama.

(i) X ridak rerbatas.

Contoh 2.4.6. Tunjukkan bahwa barisan [L,

LY

3, ] divergen.

1
4

Pl | e

Jowab., Namakan banisan di atas dengan ¥ =(y, ). dengan y_ -1 jika n genap, dan
n

¥ =n Jika i ganpl. Jelas bahwa ¥ tidak terbatas. Jadi, banisan ¥ = {J.'ﬂJ divergen.

Bernkut im dibenkan sebuah teorema yang menyatakan bahwa bansan bilangan
real X' =[x, ) pasti mempunyai barisan bagian yang monoton. Untuk membukiikan
teorema 1, dibenkan pengertian puncak (peak), x_ disebut puncak jika x = x untuk

semua n sedemikian hingga nzm. Tink x, ndak pernah didahulm oleh sebarang
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glemen bansan setelahnya. Perhatikan bahwa pada bansan vang menurun., setiap elemen

adalah puncak. tetap: pada banisan yang naik, ndak ada elemen vang menjadi puncak.

1.4.7. Teorema Barisan Bagian Monoton  Jika X =(x ) barisan bilangan real,

maka ferdapat barisan bagian dari X vang monofon.

Bukti. Pembuktian dibag menjada dua kasus, yatu X mempunya tak hingga banvak
puncak, dan X mempunya berhingga banyak puncak.

Kasus I: X mempunya tak hingga banvak puncak. Tulis semua puncak berurutan naik,

vaiu x, ,x_ ... X, ... Maka x_=2x 2. 2x ... Oleh karena itu, Iixm } merupakan

barsan bagan vang turun (monoton).
Kasus I1: X mempunya berhingga banyvak puncak. Tuhs semua puncak berurutan nak,

vaitu x, .x, ,...x, . Misalkan 5 :=m +]1 adalah indeks pertama dan puncak yang
terakhir. Karena x, bukan puncak, maka terdapat s, > 5, sedemikian hingga x, <x, .

Karena x, bukan puncak, maka terdapat s, >s5, sedemikian hingga x <ux, . Jika

proses i diteruskan, diperoleh barnsan bagian [III } vang naik (monoton).

Teorema 2.4.8. (Bolzano-Weierstrass) Setiap barisan bilangan real vang lerbatas

pastt memual barisan bagian yang konvergen.

Bukti. Diberikan barisan bilangan real terbatas X =(x, ). Namakan §={x, :ne N}

range barisan, maka § mungkin berhingga atau tak berhingga.

Kasus 1: Diketahui § berhingga. Misalkan §={x.x,,...x }. maka terdapat me M
dengan l1=m<s dan bansan (r:keM) dengan r<r<r<. schingga
x, =x, =..=x,. Hal im berarti terdapat barisan bagian {.r,l ‘KE [“-djl yang konvergen
ke x
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Kasus IID Karena 5 1ak berhingga dan terbatas, maka § mempunval Uik cluster atau

| 1
ntik limit, namakan x titik limat §. Misalkan UV, = [I—I-JHI] persekataran tink x.

.
Untuk & = 1, maka terdapat x € S/, x # x sedemikian hingga |.1.-r —.1.'|=‘~I 1.

1
Untuk k = 2, maka terdapat x, € § AU, x, # x sedemikian hingga |x, —x|<—.

-—

Untuk k = 3, maka terdapat x_ & S0, x #x sedemikian hingga |x_ —I|-:%.

Demikian seterusnva, sehingga diperoleh:
1
Untuk & = n, maka terdapat x € Sl . x_ # x sedemikian hingga |.r, - _\-I -
" - : H
Ambil £>0. Menurut Sifat Archimedes, maka terdapat Ke M sedemikian hingga

1 1 1
E{E' Maka untuk setiap n= K berlaku |.r, —xl-:— Ef-::..-:. Terbukti bahwa (.r, ]
. . .

konvergen ke x dengan {x,_ } barisan bagian (x_].

Teorema 1.4.9. Diberikan barisan bifangan real terbatas X ={.rr} dan diberikan

xe K vang mempunyai 1‘]’__.|"|'.'.I']' bahwa setiap barisan bagian dart X konvergen ke x. Maka
barisan X konvergen ke x.

Bukti. Misalkan M >0 adalah batas dari barisan X sehingga [r |<M untuk semua
ne M. Andmkan X ndak konvergen ke x, maka menggunakan Teorema 2.4.4 terdapat
£, >0 dan bansan bagman .'L”=|I.::ﬂl:| sedemikian hingga |xq —.:r|:_:-£'u untuk semua
Ke M. Karena X barisan bagian dari X, maka M juga batas dari X" . Menggunakan
Teorema Bolzano-Weierstrass berakibat bahwa X" memuat barisan bagian X" . Karena

X" juga barisan bagian dari X, maka X" juga konvergen ke x. Dengan demikian, akan
selalu berada dalam persekitaran I;.{I}' Timbul kontradiksi, yang benar adalah X

selalu konvergen ke x.
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SOAL LATIHAN SUBBAB 2.4,

B ]

10.

. Jika x,20 untuk semua neM dan lim((-1)"x

Tunjukkan bahwa barisan berikut im divergen.
' A 4
I=(=1)"+=|. (b) |5in%].

l
i, "

(a)

Benkan contoh barisan tak terbatas yang memuat bansan bagian konvergen.
Diberkan barisan X =(x ) dan Y =(y, ). Diberikan barisan Z=(z | dengan
defims1 =, =x,, 2, = ¥ .cu 2., =X, 5, = ¥,_. Tunjukkan bahwa Z konvergen

jika dan hanya jika X dan ¥ konvergen dan lim({x, ) =hm(y, ).

Tentukan konvergensi dan limit banisan berikut.

i I_ 2 "-l. I_ \I:n'.

(a) | l+—| |- (b || l"_:}
, " \, n

LY LY ¥,
Hitunglah limit bansan berikut

Iy L“. i 1 "-.I:‘-'l-'
(a) | (3m)2= |, (b) l'-._J :

\, J AR

Misalkan setiap barisan bagian dan X =(x, ) mempunyai suatu barisan bagian
vang konnvergen ke (). Tunjukkan bahwa lim(x, )=0.

Diberikan  barisan  terbatas (x, ) dan untuk setiap me M diberikan
5 = '.'le'Fl{.'l.',_ K2 rr} dan & =inf {.\'ﬂ} . Tunjukkan bahwa terdapat bansan bagian
dari (x_ ] vang konvergen ke 5.

r] ada, tumukkan (.rnll
konvergen.

Tunjukkan bahwa jika (x,) terbatas, maka terdapat barisan bagian |1.1.'ﬂl ]

1
sedemikian hingga hm —] =10.
b, Irn.

Diberikan barisan terbatas (x_) dan s =sup{x_:ne M}. Tunjukkan bahwa jika

i {.rr ‘HE J:’E} . maka terdapat barisan bagman dan [.1'"} yang konvergen ke .
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1.5. Barisan Cauchy
Definisi 2.5.1. Barisan bilangan real X =(x ) disebut barisan Cauchy jika untuk
sehiap & >0 terdapat H(g)e [N sedemmkian hingga untuk setap n.me M dengan

n.m z H{£), berlaku |1' - 1.'| <E.

Contoh 2.5.2. Barsan [lﬁl merupakan bansan Cauchy.
"

o
Jika dibenkan £>0, dapat diphh H =H(g)e M sedemibian hingga H >—. Maka
£

nka n.mz f, diperoleh lEL <£ dan dengan cara yang sama diperoleh Lf{—.
n H 12 h m 2

Oleh karena i, jpka n.m = H(£), maka

‘1 Ll 1 1 £ €
==t ==F,
Mol W om 2 2

"1
Karena berlaku untuk sebarang £ >0, maka dapat disimpulkan bahwa

— | merupakan
:

\
1)

L

barisan Cauchy.

Lemma 2.5.3. ke JL'—{J.'E] barisan bilangan real yang konvergen, maka X

merupakan barisan Cauchy.

Bukei. Misalkan x:=Im.X . Dhberikan &£ >0, maka terdapat K[%}E I sedemikian
e 11k 403 ; - £ + AT ) —_ F
hingga jika n=z K {/j.;] maka IJ:_1 .rlf: 5" Oleh karena 1w, pka Hi(g): K[’/El::l dan

Jka n.mz H(£), maka diperoleh

X —xnl—l{.rr —IJ*[I—I“ J|

=l -+, -2 < S+ 2=

Karena berlaku untuk sebarang £ > 0, maka terbukti bahwa (x_ ) barisan Cauchy.
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Lemma 2.54. Sk X = |:_-".-.J brarfscrt Couchliy, moka X rerbatas.

Bukfi. Diketahui X =(x ) barisan Cauchy. Diberikan £:=1. Jika H:=H(l] dan
i = H, maka |.1rr - Xy | <. Selanjutnya, menggunakan Ketaksamaan Semtiga, diperoleh

Iﬂ

= |.1'|.j | +1 uniuk semua #ne M. Namakan
M .—m-:l.'-'.{l.rl|,|x:|,---,|x|.|._||.|.r“|+|}».

maka diperoleh IJ:_1 < M untuk semua i e [, Jadi, terbukti bahwa X terbatas.

Teorema 21.5.5. (Kriteria Konvergensi Cauchy) Barisan bilangan real X =(x, )

komvergen fika dan hanva jika X = [.1.'_1:| barisan Cauchy.

Bukii.
= Jelas (Lemma 2.3.3).

< Diketahui X =(x, ) bansan Cauchy. Diambil £ >0, maka terdapat H = H{g)>0

£
sedemikian hingga untuk setap n.me M dengan nom = berlaku |xr—.r"|-:?.

Karena X bansan Cauchy, maka X terbatas, sehingga X memuat bansan bagan

J["—I{J.'TI] vang konvergen ke x*. Oleh Karenma imu, terdapat K=/ dengan

Ke {.l:!, N rr,,,...} sedemikian hingga |.1.'*. - x'l -:é . Akibatnya untuk m = K diperoleh

-

— ] — — -

X, —x | |.1.'r X, tx,—-x |
= — —_

= IJ.'_1 X, | +|.1'JIL i '1

C=t==F,
2 2

Karena berlaku untuk sebarang £>0, maka terbukti bahwa barisan X =(x |

konvergen.
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Definisi 2.5.6. Barisan bilangan real X =(x | dikatakan kontraktif {confractive) jika
terdapat konstanta €, dengan (< ' <1 sedermikian hingga

|.1'_1_: _-"}-||q—:'{

X

_Inl

untuk semua ne M. Bilangan C disebut konstan dari barisan kontraktif.
Teorema 1.5.7. Setiap barisan kontraktlf merupakan barisan Cauchy, dan konvergen.

Akibat 2.58. Jika X =(x,) barisan kontrakiif dengan konstan C, 0< C <1, dan fika

=hmX h maka

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.5,
1. Benkan sebuah contoh bansan terbatas yang bukan barnsan Cauchy.

2. Tumukkan menggunakan defims: bahwa bansan benkut merupakan bansan

Caunchy.
i i \I
(a) n+l . (b} |l--L+...+I—'.
- L 2 n!)

3. Tumukkan menggunakan defims: bahwa bansan berikut bukan bansan Cauchy.

Yy
ne |
Con )

i

@ ((-1)) (b) (©) (inn)

4. Diberikan barisan (x ) dengan x, :—J.:, tumukkan bahwa |irn|.1'_1_| —.1'_1|—1].
tetapi bukan barisan Cauchy.
5. Dibenkan bansan Cauchy (x, | sedemikian hingga x € £ untuk setiap ne M.

Tunjukkan bahwa (x, ) selalu konstan.
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6. hka Q=r<] dan |_1'",| —_1'"|{ r* untuk semua ne M, unukkan bahwa errJ
merupakan bansan Cauchy.

-
-I-EJ.' o, untuk n>2,

L

|
7. hka y < v, adalah sebarang bilangan real dan », .—5_1'

A=l
tunjukkan bahwa [.r"] konvergen. Tentukan himitnya.
8. hka X, =0 dan X = [2"'.1'.__]-' untuk n =1, tumukkan bahwa I::.rr] merupakan

bansan kontraknuf. Tentukan hmitnya.

L6, Sifat Barisan Divergen

Pada subbab im dibenkan beberapa sitat dan suatu banisan hilangan real [.1'_1} Vang
mendekati atau menuju ke teo, yaitu hm(x, |=+w dan lim{x, |=-so. Ingat bahwa

bansan divergen adalah barisan vang ndak konvergen.

Definisi 2.6.1. Diberikan barisan bilangan real (x_ ).
(i) Bansan (x ) dikatakan mendekati +os. ditulis lim(x, )=+, jika untuk
setiap @€ B terdapat K(a)e N sedemikian hingga jika n 2= K(a). maka
X .
{ii) Barnsan {.rr] dikatakan mendekati —eo, ditulis Hrnl::_tn]:—m. jika untuk
setiap e K terdapat K(f)e M sedemikian hingga jika nz K(f). maka

x<f.

Barisan (x, ) dikatakan divergen proper (tepat'tegas) jika lim(x, | =+es atau

him [.11'I1 } ==, Benkut im dibenkan contoh balwa lim|'lrr: }l = oo,
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Contoh 2.6.2. lim(n"|=+e=. Jika K(£)e M sedemikian hingga K(&)>a, dan jika

n 2 K{or) . maka diperoleh e En .

Teorema 2.6.3. Barisan bilangan real monoton merupakan barisan divergen proper

Sika dan hanva jika barisannva dak terbalas.

(a) Jika (x, ) barisan naik tak terbatas, maka lim(x, ) =+es.

(b)) Jika {I.__] barisan turun tak terbatas, maka lim(x, } ==,

Bukni.
(a) Misalkan (x ) barisan nmk. Jika (x, ) terbatas, maka (x, ) konvergen. Jika (x, )
tidak terbatas, maka untuk sebarang are B terdapat m{a)e M sedemikian hingga

<X

oy - Tetapd karena (x, ) nak, diperoleh o < x, untuk semua i = mfa) . Karena
a sebarang, maka diperoleh bahwa lim(x, )= +eo.

(b) Bukti hampir sama dengan (a).

Teorema 2.6.4. Diberikan barisan bilangan real {.r,r] dlan I'L}'ﬂ}- dengan XSy
wrfuk semua ne M.
(a) Jika im(x )=+, maka im(y, )=+es.

(b) Jika lim( v, )=—s=, maka im(x, |=—==.

Bukri.

(a) Jika lim(x_ )=+ dan jika diberikan e B, maka terdapat K{a)e M sedemikian
hingga pnka n 2 K{a), maka o < X . Karena diketalu X<y untuk semua ne o
maka a < v, untuk semua n 2 K(a). Karena o sebarang, maka lim(y, }=+es.

(b) Bukti hampir sama dengan (a).
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Teorema 1.6.5. Diberikan barisan bilangan real (x) dan (y, ). dan uniuk suatu

Le R, L>0 diperoleh

F e )
Zn

=L

lim

LA

Maka hm(x, )=+ jika dan hanya fika lim{y, ) =+es.

i

Bukii. Diketahn lim

y
X . . . - . .
— |— I , aminya terdapat K € [ sedemikian hingga untuk setiap
v,

i = K berlaku

— L=
v

| 3
T
z
"'I k! ."'3_ A
Oleh karena itu, diperoleh :J'_ |J.'_1 -:.1'“{| :L |}'_1 untuk semua n =K. Sehingga

menggunakan Teorema 2.6.4, teorema terbukt.

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.6
1. Tunjukkan bahwa jika (x, ) barisan tak terbatas, maka (x,) memuat barisan

bagian yang divergen proper.

[

Tunjukkan bahwa jika x, >0 untuk semua ne M, maka lim(x, )=0 jika dan

i

— |= 1o,

hanya jika lim

b 'Tn

3. Tentukan apakah barsan benkut im divergen proper.

(@ (Vn). (b) [n+1).
(©) (Vn=T). (d) |~_J':T]

4. Diberikan (x, ) barisan divergen proper dan diberikan (v, ) sedemikian hingga

i [.rn_rn ] € K. Tunjukkan bahwa [j'ﬂ} konvergen ke (.
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LN

Tentukan apakah barican berikut i konvergen atau divergen.

"|
(a) [-..l'n:+:}|_ A
.'z "']],l'

n --]]1'

(c) | j' (d) [sint}r.:jl.

i

] L, dengan L >0, maka lim{a,)=+=.
. T

6. Tunjukkan bahwa jika ]]]Tl

L7. Deret Tak Berhingga
Benkut imm dibenkan pengantar singkat mengenm suatu deret tak berhingga dan

alangan real.

Definisi 2.7.1. Jika X =(x, ) bansan di [ . maka deret tak berhingga (cukup disebut

deret) yang dibentuk oleh X adalah barisan § = [.\'bll yang didetimsikan dengan

."|'| — .'I.'I
."1'_, -— .'|'| +* I: {_ Ly '|'.1':::|
& =8 '|'.'|.': {_.'l'l '|'.T:"'...+Ii::|

x, disebut dengan terms dan deret, dan 5, disebut jumlahan parsial (parfial sum).

Nka hm& ada, maka deret & dikatakan konvergen dan mla himitnyva adalah hasil dar
Jumlahan deret. Jika imitnyva dak ada, maka dikatakan deret & divergen.

Deret tak berlungga & vang dibangun oleh barisan .]['.—[.rn}l disimbolkan

dengan

E [.1'I1 1.| At Z X, atan i X, .




Contoh 2.7.2.
Dhbenkan bansan X = I{."r ]M_I_ dengan re K yang membangun deret:
Z.l" =l+r+r o4+

|
(i=r)

Misalkan 5 =1+r+r"+..+¢" +.. untuk n20, dan jika s dikalikan dengan r dan

Akan dimunjukkan bahwa jika |.'| < |, maka deret im konvergen ke

mengurangkan hasilnya dan s ., maka diperoleh

5, (1=r)=1 o
Oleh karena itu, diperoleh
1 |
§ ———— .
"o 1=¥ l=r
Sehingga
w4l
R
" l=r |] - .l'|
Karena |."|T'I » () saat |r|-c:] . maka deret geometn Zr" konvergen ke - saat
el =r
|." <l.

Selamjuinya, dibenkan kondisi-kondisi yvang dapat membenkan jaminan bahwa

suatu deret 1tu konvergen.

Teorema 2.7.3. (The nth Term Test) Jika derer E x, konvergen, maka lim(x )=0.

Bukr. Menggunakan Defimisi 2.7.1, er konvergen apabila lim[.\'ljl ada. Karena

x =% =85 ., maka lim [.1'_1J— ]iru{.'sl_] - ]ir[ll::.':-.___lj =1].
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Teorema 21.7.4. (Kriteria Cauchy) Derer Z x, komvergen fika dan hanva fika wntuk

setiap £ >0 terdapar M{g)e I sedemikian hingga jika m>n 2 M(rF), maka

=[x, X, x| <E.

Teorema 2.7.5. Diberikan [.1."_] barisan bilangan real nonnegarlf. Maka deret Z.rn

komvergen jika dan hanva jika barisan §=(s,) dari jumlahan parsialnva terbatas.

Dl hal i1,

ZI —lJm[L]—huF{ .‘:E“‘J}

Bukn. Karena x, > (), maka barisan jumlahan parsial 5 nak monoton, yaitu

55 S.LEE S
Menggunakan Teorema 2.3.4, bansan 5 —{.'s..} konvergen pka dan hanva jika

barisannya terbatas, dalam hal 1m himitnya sama dengan sup{.'.'L} .

Contoh 2.7.6. Deret E— konvergen.

A= IH
Karena jumlahan parsialnya monoton, maka cukup ditunjukkan bahwa bansan bagian
(s, ) terbatas. Jika &k, =2 -1=1,maka 5, =1. Jika &, = 2* —=1=3, maka
1 1 1 ) 2
5 ==+t |<l+—==1+—;
SR N A 2 2

r i

dan jika &, =2’ -1=7, maka diperoleh

[l 1 1 17 4 1 1
5 =5 + t—=t—="+= <3 =

§ 5 e 7)Y 2
Menggunakan induks: matematik, diperoleh bahwa jka & =2" -1, maka
1Y 1y

| +...4]| =

2) 2

0=s, -:l-——+|
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Karena ruas kanan merupakan jumlahan parsial dari deret geometri dengan » = —, maka

1 |

l -
lim(s, ) = == =2. Jadi, deret Z-l- konvergen.

(1-1) ~3.3
U-2)

|-

2.7.7. Tes Perbandingan (Comparison Tests) Diberikan barisan bilangan real

X =(x_) dan Y =y, ), dan misalkan untuk suatu K € N berlaku

0<sx, <=y, wunuknzK.

(a) Jika Z)‘n konvergen, maka Zx, konvergen.

(b) Jika z.rn divergen, maka Zl divergen.

Bukii.
(a) Misalkan Z\ konvergen. Diberikan £ >0 dan M(£)e M sedemikian hingga jika
m>n=2M(g), maka
Yo tty <E.

Jika m > max{K.M(£)}, maka diperoleh bahwa

O0Sx  F. 42 Sy  Fi+Yy <8,

v el ‘ v w
yang berakibat bahwa )" x, konvergen.

(b) Menggunakan kontraposisi dari (a), maka teorema terbukiu.

2.7.8. Tes Perbandingan Limit Misalkan X :=(x_) barisan positif naik tegas dan

misalkan limit berikut ada dalam R | yaitu

\
\

. L
r.tlxm( - |.
\ ."r )‘

(a) Jika r#0, maka Z.r, konvergen jika dan hanya fika Z\ konvergen.

(b) Jika r =0, maka Z)’, konvergen jika dan hanva jika Z.r" konvergen.
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Bukii.

2.1.10, maka terdapat Ke N

(a) Diketahui r = lim| 2
&

X,

sede

= < 2r, sechingga diperoleh
2y

N

l 3\
[ —rJr <x <(2r)y..
\

Menggunakan Tes Perbandingan 2.7.7 dua kali, maka pernyataan (a) terbukti.
(b) Jika r =0, maka terdapat K € M sedemikian hingga untuk »n = K berlaku
O<x =<y,.

Menggunakan Teorema 2.7.7 (a), maka pemyataan (b) terbukti.

konvergen.

Contoh 2.7.9. Deret Z
n +n

Diketahu: ketaksamaan berikut benar

1

0<
n+n

1 :
< — untuk ne .
n

; : = 1
Karena telah diketahu: bahwa deret Z— konvergen., maka menggunakan Tes
wel N

Perbandingan 2.7.7 diperoleh bahwa deret Z konvergen.

~n’+n

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.7
1. Tumukkan bahwa

®) Z[IH—I J)(n+2 ):l‘

1
) =—>0,pka @>0.
® ;(a+n)(ar+n+l) a .

3 I ;
;;;(n+l)(n+2):1'

(c)
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Jika Zxr dan Z v, konvergen, tunjukkan bahwa E[.rI1 +y, ) konvergen.
Benkan contoh deret konvergen Z.t:I1 dan deret divergen E_rn sedemikian

hingga » (x,+y,) konvergen. Jelaskan.

(a) Tunjukkan bahwa deret  cosn divergen.

=]

Lo -ﬂ o
(b) Tunjukkan bahwa deret ¥’ ——— konvergen.
n=| "

Jika Zaﬂ dengan a_ >0 konvergen, maka apakah Z-.faﬂr.rn_, Juga konvergen?
Tumjukkan atau ben contoh penvangkalnya jika tidak terbukt.
+.ta,)

(a

Jika deret Eur. dengan ¢ >0 konvergen, dan pka & = uniuk

)
ne M, maka tunjukkan bahwa ¥ b divergen.
Tumjukkan bahwa jika ¢ > 0, maka deret berikut 11 konvergen.
I

n(lnn) . a(lnn)(lnlnn) |

(@ 2
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